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本 书 第 2 版 在 正文 的 基本 内 容 及 教材 的 体系 框架 和 章节 安排 
方面 ,基本 上 与 原 书 (第 1 版 ) 一 致 ,保留 了 原 书 的 风格 . 第 2 版 的 
变化 主要 有 以 下 几 点 . 

1. 政变 了 部 分 内 容 的 前 述 方式 ， 正 文 有 些 部 分 (如 矩阵 运算 
的 特点 :用 配方 法 和 初等 变换 法 化 二 次 型 为 标准 形 等 ) 的 阐述 更 为 
精炼 和 简明 易 懂 ， 

2. 增加 了 部 分 内 容 . 在 第 2 章 中 增 深 了 附录 2- 一 数 域 命 
题 量词 ,着 重 说 明了 用 反 证 法 证 明 一 个 命题 的 思路 ,以 及 如 何 专 
述 含有 量词 (Y , 3 ) 的 命题 的 震 命 题 ,这 些 内 容 可 安排 自学 , 它 有 
助 于 学 生 更 好 地 掌握 一 些 定理 的 证 明 方法 . 此 外 ,在 第 4 章 的 4.6 
节 中 增添 了 线性 变 执 的 象 ( 值 域 ) 和 核 的 概念 及 它们 的 维 数 公式 
这 可 使 学 生 更 清楚 地 理解 : 齐 次 和 非 齐 线 性 方程 组 的 求解 只 是 向 
量 空 间 的 线性 变换 求 核 和 原 象 的 一 个 具体 问题 . 

3- 对 例题 和 习题 的 配置 作 了 -- 些 调整 和 充实 , 与 原 书 的 题 
日 相 比 ,第 2 版 的 例题 和 刁 题 更 丰富 , 题 型 也 更 多 样 ,更 能 启迪 读 
者 运用 基本 概念 .基本 理论 和 基 木 方法 去 分 析 .解决 各 种 具体 问 
题 . 在 补充 题 中 配置 了 相当 数量 的 新 题目 ， 它们 与 历 华 来 考研 试 
题 的 要 求 和 愿 型 相 适 应 ,其 中 有 些 就 是 考研 试题 . 

4， 按 本 书 前 6 章 的 体系 汇编 了 历年 来 硕士 研究 生 人 学 考试 
中 线性 代数 试题 ,这 不 仅 使 有 志 于 攻读 硕士 研究 生 的 学 生 能 在 学 
习 过 程 中 就 作 适 当 的 准备 ,而 且 所 有 学 生 也 能 从 中 具体 理解 线性 
代数 课程 的 基本 要 求 和 重点 ,考虑 到 学 生 掌 握 了 本 教材 的 正文 内 
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容 , 并 能 演算 和 证 明 所 配置 的 习题 和 部 分 补充 题 ,就 不 难 独立 完成 
这 些 考研 试题 ,所 以 我 们 没有 给 出 这 些 试题 的 答案 (只 对 个 别 较 难 
的 题 给 了 提示 ) ,不 给 管 案 也 有 利于 学 生 在 答题 过 程 中 通过 思考 和 
钻研 ,提高 自己 分 析 、 解 决 问题 的 能 力 . 

第 2 版 的 编写 是 5 位 编著 者 的 共同 愿望 ,经 过 讨论 ,正文 由 
居 余 马 执笔 编写 ,习题 的 配置 和 历年 考研 试题 的 汇编 由 困 录 琴 负 
责编 写 . 本 书 第 2 版 也 是 在 出 版 社 刘 额 博士 大 力促 进 与 支持 下 才 
帮 利 与 读者 见面 的 ,在 此 特 向 他 致 以 深切 的 谢意 ,由 于 编著 者 水 
平 所 限 ,不轨 之 处 在 所 难免 ,县 请 读者 和 使 用 本 教材 的 教师 批评 
指正 . 


编著 者 
2002 年 2 月 于 清华 图 


本 书 是 根据 全 国 工科 数学 课程 指导 委员 会 制定 的 《线性 代数 》 
课程 基本 要 求 ,以 及 我 们 多 年 来 在 清华 大 学 讲授 本 课程 的 实际 体 
会 编写 而 成 的 . 本 书 适 用 于 米 学 要 求 不 同 的 院 校 和 专业 , 课 内 学 
时 为 35~72 的 都 可 选用 本 书 作为 教材 . 

线性 代数 是 一 门 基 础 数学 课程 , 它 的 基本 概念 .理论 和 方法 ， 
具有 较 强 的 逻辑 性 .抽象 性 和 广泛 的 实用 性 : 它 的 核心 内 容 是 研究 
有 限 维 线性 空间 的 结构 和 线性 空间 的 线性 变换 .由 于 数 域 矿 上 的 
n 维 线 性 空间 VC) 与 维和 癌 莽 空间 到 ”是 同 栓 的 ,给 定 了 维 线 
性 空间 站 (CP) 的 组 基 后 ,WV(F) 的 线性 变换 与 数 域 下 上 的 n 阶 短 
阵 -- 一 对 诺 , 因 此 ,在 学 时 较 少 的 情况 下 .教学 的 基本 要 求 是 ; 部 
练 掌握 ” 维 向 量 的 线性 运算 ,理解 线性 相关 性 的 理论 ; 搞 清 "的 
基 . 向 量 在 基 下 的 坐标 .向 基 的 内 积 运 算 及 向 量 的 长 度 与 类 角 等 概 
念 ;熟练 掌握 窍 阵 的 基本 运算 .线性 方程 组 的 解 的 理论 和 求解 方 
法 :掌握 扎 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 . 柬 阵 的 对 角 化 及 一 次 型 的 标准 
形 和 止 定 二 次 型 的 基本 概念 和 理论 在 十 述 教学 内 容 中 , 归 注 重 
基本 概念 和 理论 ,着 备 培 养 熟 练 的 运算 能 力 , 生 当地 训练 逻辑 思维 
和 推理 能 力 . 

关于 教材 内 容 , 作 了 以 下 一 些 处 理 ; 

1， 关 于 行列 式 . 采用 简便 的 递归 法 来 定义 于 阶 行 列 式 , 并 相 
应 地 证 明 它 的 性 质 . 这 比 用 道 序 法 定义 可 节省 一 些 学 时 . 

2. 关于 和 矩 阵 . 从 高 斯 消 元 法 和 入手, 引进 矩阵 和 初等 变换 的 概 
念 ， 对 于 矩阵 的 运算 ,除了 要 熟练 掌握 加 法 . 数 乘 .乘法 . 求 送 及 转 
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置 等 基本 运算 ,还 变 加 强 初等 变 措 和 分 块 矩 阵 运 算 , 它 们 不 仅 是 和 矩 
阵 运 算 的 重要 方法 和 技巧 ,而 且 在 理论 分 析 中 也 有 重要 意义 . 

3， 美 于 线性 方程 组 . 将 方程 组 放 在 矩阵 之 后 讲解 ,可 以 充分 
利用 矩阵 工具 ,使 表述 简明 . 向 量 的 线性 相关 性 的 概念 和 和 矩阵 的 
秩 的 概念 是 这 一 章 的 难点 ,以 三 维 几 何 向 量 在 线性 运算 下 的 关系 
作 背 景 ,抽象 出 = 维 向量 的 线性 相关 性 的 概 意 ,便于 初学 者 理解 这 
个 重要 的 概念 利用 初等 行 变换 不 改变 和 矩阵 的 行 秩 和 列 秩 以 及 阶 
梯形 矩阵 的 行 秩 等 于 列 秩 , 来 证 明和 矩阵 的 列 秩 等 于 其 行 秩 , 这 样 容 
易 为 读者 所 理解 . 

4. 关于 向 其 空间 ,重点 放 在 搞 清 "的 基本 结构 ,以 三 维 儿 何 
向 量 为 背景 ,一 并 提出 及 "中 的 线 恬 运 算 和 内 积 运算 ,阐明 尽 ' 的 基 
和 向 量 在 基 下 的 坐标 的 概念 以 及 向 基 的 几何 度量 性 . 如 果 教 学 学 
时 人 允许 的 话 ,在 疏 的 基础 上 再 进一步 讲授 一 般 线性 空间 的 概念 和 
理论 ,至 于 一 般 的 欧 氏 空间 和 内 积 空间 的 概念 , 则 把 它 放 在 附录 
中 ,这 是 因为 受 一 般 工科 院 校 的 本 课程 学 时 所 限 ,而 不 能 列 人 教学 
要 求 ， 

5 关于 线性 变换 . 以 一 元 线性 函数 为 背景 ,抽象 出 半 维 向 量 
空间 的 线性 变换 的 概念 ,并 列举 了 CAD 中 常用 的 线性 变换 的 例 
子 . 进而 讲 了 线性 变换 的 年 阵 表示 和 线性 变换 的 运算 . 

4， 关于 特征 值 和 特征 向 量 : 书 中 只 讲 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 
量 . 深入 讨论 了 矩阵 可 对 角 化 的 条 件 , 学 时 少时 可 重点 掌握 实 对 
称 矩阵 的 对 角 化 . 

7， 关于 二 次 型 . 将 其 放 在 最 后 ,目的 是 用 已 学 过 的 知识 ,全 
面 地 讨论 二 次 型 化 标准 形 的 方法 和 正定 二 次 型 的 判定 . 学 时 少时 
只 要 求 掌 握 通 过 正 交 变换 化 二 次 型 为 标准 形 . 

8， 关 于 应 用 问题 。 书 中 专列 一 章 应 用 问题 ,是 为 学 有 余力 的 
学 生 提 供 一 些 和 材料, 使 他 们 对 线性 代数 应 用 的 广泛 性 有 所 了 和解 . 

本 书 的 编排 情况 为 ; 
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(1) 正文 分 为 基本 部 分 .引申 各 应 用 部 分 及 附录 . 基本 部 分 
共 6 章 ,引申 部 分 用 打 “* "的 办 法 安排 在 有 关 章 节 . 

(2) 习题 分 为 基本 题 . 打 ”* ” 题 和 补充 题 ， 打 ”x* " 题 主 要 是 
一 些 证 明 题 和 引申 内 容 的 训练 题 ,补充 三 一 般 比 打 ”x*“" 题 更 难 
一 些 . 

对 于 课 内 不 超过 40 学 时 的 院 校 ,我 们 建议 以 正文 的 基本 部 分 
和 习题 的 基本 题 作 为 讲授 和 训练 的 基本 要 求 . 

本 书 由 居 剑 马 (主编 ?与 胡 金 德 . 林 于 人 琴 . 王 飞 攻 . 邢 文 训 合 编 ， 
是 在 居 余 马 { 主 编 ? 与 胡 金 德 合 编 的 4 线性 代数 及 其 应 用 }》 的 基础 上 
作 了 较 大 修改 而 写成 的 ， 第 1 章 由 王 飞 苞 , 第 2 章 及 附录 B 由 
胡 金 德 .第 3,4 章 由 居 余 马 ,第 5,7 章 由 林 染 琴 , 第 6 章 及 附录 入 
由 邢 文 训 编 写 , 最 后 由 主编 作 了 些 修 改 而 定稿 由 于 水 平 所 限 ,不 
妥 或 亩 误 之 处 在 所 难免 , 奶 请 读者 和 使 用 本 教材 的 教师 批评 指正 . 


编 者 
1994 年 5 月 于 清华 园 
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行 列 式 


在 线性 代数 中 ,行列 式 是 一 个 基本 工具 ,讨论 很 多 问题 时 都 要 
用 到 它 . 本 章 先 简单 介绍 二 ,三 阶 行列 式 的 定义 及 按 第 一 行 的 展 
开 式 ,再 进一步 讨论 n 阶 行列 式 . 本 章 主要 内 容 : n 阶 行列 式 定 义 
及 其 性 质 ; 行 列 式 的 计算 ;求解 一 类 非 齐 次 线性 方 彼 组 的 克拉 上 默 
CCramer) 法 则 ,以 及 由 此 得 到 的 方程 个 数 与 未 知 量 个 数 相同 的 齐 
次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 必要 条 件 . 


1.1 有 阶 行列 式 的 定义 及 性 质 


行列 式 的 概念 首先 是 在 求解 方程 个 数 与 未 知 量 个 数 相 同 的 一 

次 方程 组 时 提出 来 的 (以 后 常 把 一 次 方程 组 称 为 线性 方程 组 》, 例 
如 对 于 一 个 二 元 一 议 方 程 组 

人 十 ezzz 一 吾 ， 


tz 十 Gare ze 一 be. 


1.1 


当 A G2 一 全 12 性 2 天 0 时 ， 用 消 元 法 求解 ,得 其 解 为 


bittzn 一 a bs es Gu bz — Haz (1.2) 


地] 一 区 
idas i221 


” 
B122 12 021 


大 们 从 51.2) 式 中 发 现 ,如 果 记 
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a & 
了 一 =ad be, (1. 3) 
cd 
则 人 41. 2 起 可 以 表示 为 
| A a 可 
Ha 2 las 和 押 
二 1 9 区 z 
Hy dl 好 11 Ul 
dsl iz dz] dz 


我 们 把 41. 3? 式 中 的 卫 称 为 二 阶 行列 式 ， 
对 于 由 9 个 元 素 ai 一 1,2,3) 排 成 三 行 三 列 的 式 于 , 定 久 


1 1 和 13 


Gz ds ta | 一 如 1 下 2 全 3 二 gz tasda TT a13 21 dae 一 


(1. 4) 


廊 13 022 3 一 这 12 妇 21 本 33 11 Qa I2 
和 
并 称 它 为 三 阶 行列 式 ( 横 为 行 , 竖 为 列 ). 


《1, 4) 式 中 的 6 项 是 按 下 面 (1, 5) 式 所 示 的 方法 ( 称 为 沙 路 法 ) 
得 到 的 ， 


《1,. 5) 


如 果 三 元 线性 方程 组 
GTI 十 Gaizxzzr 十 Clzs 一 下 ， 
| 十 Casa + Aarts = bos 


Qa Ti 二 a Ts 二 dT3 = ba 


的 系数 行列 式 
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用 消 元 法 求解 这 个 方程 组 ,可 得 
= = 条， = = 上风 ， zz 一 C1. 6) 


其 中 Dt 二 1,2,3}) 是 用 常数 项 1b ;上 蔡 换 五 中 的 第 7 列 所 得 
到 的 三 阶 行列 式 , 即 


Bb! dls Ql QI Wh a wll G2 bl | 

有 = [bs a ua), Do 一 jc bo anl, Di= la azz ba|. 
| 

pb; ae dg | bs [rE] sl da 此 ! 


但 是 ,对 于 nn 阶 行列 式 (n 记 3) ,不 能 如 (1. 5) 式 ( 沙 路 法 ) 那 样 
定义 . 因为 如 果 像 11, 5) 式 那样 定义 n 阶 行 列 式 , 当 n>3 时 , 它 将 
与 二 、 三 阶 行列 式 没 有 统一 的 运算 性 质 , 而 且 对 = 元 线性 方程 组 也 
得 不 到 像 (1. 6) 式 那样 的 求解 公式 . 因此 ,对 一 般 的 二 阶 行 列 式 要 
用 另外 的 方法 来 定义 .在 代数 中 , 它 可 以 用 三 种 不 同 的 方法 做 定 
文 , 我 们 采用 简明 的 递归 法 做 定 尽 . 

从 二 .三 阶 行 刘 式 的 展开 式 中 ,我 们 发 现 它们 遵循 着 一 个 共同 
的 规律 可 以 按 第 一 行 展开 , 即 


dll 位 13 Ula 


D= |as Qa ds 
ta Gs ss 
Az? taa 2] 位 23 好 21 Waa 
二 以 11 — dz 十 a , Cl,7) 
Gan Ha I R33 性 3 区 3 
22 2 Ha 1 A ae 
LL 一 本 Ms = 5 Ds 一 
全 38 杏林 4 HH 2 


分 别称 为 元 素 aus Gnrdys 的 余子 式 , 并 称 An =—(—1)T NT， 
Ar: =(— I) tin, :A 二 (一 1 Ms 分 副 为 HL ss 19 的 代数 余 
子 式 .如 此 ,1.7) 式 即 为 

D= mA Tas sa. 
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同样 
Hl 2 
D 一 一 dA 二 gs » Cl. 8) 
Hal 2 
其 中 
A 一 【一 二 +1 jasz1 一 rn js 一 【一 二 7342 las | 一 一 此 3] 


这 里 1azs | ,jas | 是 -- 阶 行列 式 ( 不 是 数 的 绝对 值 )， 我 们 把 a 的 一 
阶 行列 式 |a| 定 义 为 a. 

如 果 把 (1.7),(1. 中 两 式 作 为 三 阶 . 二 阶 行列 式 的 定义 ,那么 
这 种 定义 的 方法 是 统一 的 ,它们 都 是 用 低 阶 行列 式 定 义 高 一 阶 的 
行列 式 .. 困 此 大 们 很 自然 地 会 想到 ,用 这 种 递归 的 方法 来 定义 一 
般 的 如 阶 行列 式 ， 对 于 这 样 定义 的 各 阶 行列 式 , 将 会 有 统一 的 运 
算 性 质 . 下 面 我 们 给 出 n 阶 行列 式 的 递归 法 定义 . 


1.1.1 nn 阶 行列 式 的 定义 
定 多 由 型 个 数 a (ij 二 1,2,…sn) 组 成 的 # 阶 行列 式 


DD= | 人 作 1aJ') 0.9) 


a1 Ung 机 mt 


是 一 个 算式 . 当 2 一 工时 ,定义 万 一 |a[ 一 as 当 ? 关 2 时 ,定义 
DarAndtarAst | anAs Oo— DavAy, (1.10) 

其 中 4 = (— 1 tM,, | 

Mi, 是 DD 中 去 掉 第 1 行 第 j; 列 全 部 元 下 后 . 按 原 顺 序 排 成 的 n 一 1 

阶 行列 式 , 即 


Qal eal dal We Un 


他 31 Hy 1 an 


| 和] ;1 n+] nn 
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并 称 Ml 为 元 素 a;, 的 余子 式 , 太 ,为 元 素 20; 的 代数 余子 式 . 

在 (1. 引 ) 式 中 ,a was san 所 在 的 对 角 线 称 为 行列 式 的 主 
对 角 线 ,相应 好 a ,asz，"… vaw 称 为 主 对 前 元 ; 另 一 条 对 前 线 称 为 
行列 式 的 副 对 角 线 . 

由 定义 可 见 , 行 列 式 这 个 算式 是 由 其 ww 个 元 素 eu (Pb7 一 1， 
2,…,2) 档 成 的 二 次 齐 次 多 项 式 ( 称 作 展 开 式 ), 二 阶 行列 式 的 展开 
式 中 共有 21 项 ;三 阶 行列 式 的 展开 式 中 共有 有 31 项 ;xn 阶 行列 式 
的 展开 式 中 共有 #! 项 ,其 中 每 - -项 都 是 不 同行 不 同人 刚 的 5 个 元 
素 的 飞 积 ,在 全 部 al 项 中 , 带 正 导 的 项 和 带 仙 号 的 项 备 占 一 半 
(以 上 结论 可 根据 定义 .用 数 学 归纳 法 给 以 进 明 ). 当 第 一 行 元 素 
为 TIT 时 ,aa 阶 行列 式 是 zz 的 -次 齐 次 多 
项 式 . 

例 E 证 明 半 阶 下 三 角 行 列 式 (当时 ,一 0, 即 主 对 和 
线 以 上 元 素 全 为 0) 


红外 i 0 
Hel 2 名 
nD = = a drs 
+» 
al dE ”an 


证 ”对 xw 作 数学 归纳 法 ， 当 mn~=2 时 ,结论 成 立 . 
假设 结论 对 一 1 阶 下 三 角 行列 式 成 立 , 则 由 定义 得 


dy 日 0 ta 0 0 

ol or 1 Be ad 总 
D, 一 一 《一 1) 计 11 , 3 

nl Qn? “"" 好 mm 2 3 "™™ nn 


右 端 行列 式 是 n 一 1 阶 下 三 角 行列 式 , 根 据 归 钠 假 设 得 
D;, = 人 11 《22 es 好。 | 
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同 理 可 证 ,n 防 对 角 行 列 式 ( 非 主 对 角 线 上 的 元 素 全 为 四 
已 11 0 … 0 
0 日 a 

例 2 计算 = 阶 行列 式 5 融 对 角 线 以 上 元 素 全 为 0) 


0 0 | Dn 

人 D 人 Ca_1 黄 
D, = : ， 

0 a 其 其 

他 | 关 半 


其 中 ,a 关 9 6 二 1,2, 呈 ,nm) ,x ”表示 元 素 为 任意 数 . 
解 ” 注 意 , 对 一 般 的 ,这 个 行列 式 不 等 于 一 aias*…a,. 利用 
行列 式 定义 ,可 得 到 
0 0 -an 


D, = (一 Dos| 。 本 : 二 (TimaD ， 
G2 


人 1 闫 wa 其 


再 利用 上 高 w 阶 与 4 一 1 阶 行列 式 之 间 的 关系 (通常 称 为 递 扒 关系 
或 递 扒 公式) , 递 推 可 得 
D,= 《一 19" Ia,D, 1 -一 C1 a,{— Da D, 3 


{ 一 了 1 1 Li 


mm 一 1) 
【一 下 》 全 人 11 


| 
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例如 , 当 % 二 2,3 时 ,Ds 二 一 gaz,D;y 王 一 arazasy 当 4 一 4,5 
时 ,D',=aazasa ,Ds —=a asaadds. 

此 结论 对 副 对 和 角 线 以 下 元 素 全 为 0 的 行列 式 也 成 立 . 利用 下 
面 讲 的 性 质 2, 对 最 后 一 列 展 开 , 也 得 同样 的 递 推 公式 ， 


1.1.2 日 阶 行列 式 的 性 质 


直接 用 行列 式 的 定义 计算 行列 式 ,一 般 是 较 繁 开 的 . 因此 ,我 
们 要 从 定 艾 推导 出 行列 式 的 一 些 性 质 , 以 简化 行列 式 的 计算 ， 
性 质 革 行列 式 的 行 与 列 ( 按 原 顺序 ) 互 换 , 其 值 不 变 , 即 


11 1a | Hl Qal nl 
Wal dm i dan Hla Gas ”dn2 

一 | ， |、 (1.11) 
nl nz 四 全 mm ln 六 gx 加 人 mn 


这 个 性 质 可 用 数学 妇 纳 法 证 明 ,由 于 证 明 的 表述 较 繁 开 ,我 们 
略 去 其 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 参 阁 本 章 附录 . 

有 了 这 个 性 质 , 行 列 式 对 行 成 立 的 性 质 都 适用 于 列 、 以 下 我 
们 仅 对 行 讨论 行列 式 的 性 质 . 

性 质 2 行列 式 51. 9 对 任 一 行 按 下 式 展 开 , 其 值 相等 , 即 


DQ= il aas 十 全 十 Cr 六 一 PasAy 
1=1 
tz 一 ls2,* Nn), 1]. 12) 


其 中 

A = (— DM,, 
Mi 是 吕 中 去 掉 第 i 行 第 7 列 全 部 元 素 后 按 原 顺序 排 成 的 
n 一 1 阶 行列 式 , 它 称 为 az 的 余子 式 ,4., 称 为 av 的 代数 余子 式 . 
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证 法 与 性 质 1 的 证 明 类 似 , 也 用 数学 归纳 法 ( 贿 阅 本 章 附 录 ). 
性 质 3 (线性 性 质 ) 有 以 下 两 条 : 


Ll Rl "” dln Hr! lg Ys 


1 Rd,l kas be kt, 一 二 i1 ia ib dr ||. {1. 13) 


【ty Ht 十 由 1 rg 十 Bs 机 Hin 十 如 ， 


= a Gs oo aml 二 ib pa (1 14) 


Hnl 这 机 rn Unl nz > 全 mr 


利用 性 质 2, 将 (1.13),(1. 14}) 式 中 等 号 左 端 的 行列 式 按 第 ; 
行 展 开 , 立 即 可 得 等 号 右 端 的 结果 . 

由 (1.13) 式 又 可 得 ; | 

推论 1 某 行 元 素 全 为 零 的 行列 式 其 值 为 零 ， 

性 质 4 行列 式 中 两 行 对 应 元 素 全 相等 ,其 值 为 零 , 即 当 ar 一 
axfL 一 ] ,2,…，2) 时 ,有 


1.1 x 阶 行列 式 的 定义 及 性 质 9 


如 11 lz Hin 
,1 i rn 
D= |: : :|= 0, 《1. 15》 
Ql 这 立 ， 
Cl dn2 ”证 


证 用 数学 归纳 法 证 明 . 结果 对 二 阶 行列 式 显然 成 立 , 假 设 
结论 对 # 一 1 阶 行列 式 成 立 , 在 了 阶 的 情况 下 ,对 第 点 行 展 开 ( 人 天 
i,7), 则 


D = anAn tt amas taf = DanAn. 
{=1 


由 于 余子 式 Mu 5 一 1,2, ,Nn) 是 4 一 1 阶 行列 式 , 且 其 中 都 有 两 行 
元 索 相 同 ,所 以 Aw 一 (一 THM 一 0 二 1,2, 一 ,2), 故 D=0.。 本 

由 性 质 3(i 和 性 质 4, 立 即 可 得 ，: 

推论 2 行列 式 中 两 行 对 庶 抑 素 成 比例 {( 即 a = asi 站， 
?一 1,2,…9k 是 常数 ) ,其 值 为 零 . 

性 质 5 在 行列 式 中 ,把 某 行 各 元 案 分 别 续 非 零 常数 ,再 加 
到 另 一 行 的 对 应 元 素 上 ,行列 式 的 值 不 变 {( 简 称 : 对 行列 式 做 售 加 
行 变换 ,其 值 不 变 ), 即 


A Als ”人 in 全 11 此 12 机 如 1n 
信人 区 il 2 二 者 Hin 
i ， 机 i a a | ja “a pn 
Hnl Hn Un 1 nz 本 nn 
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利用 性 质 3ti 让 和 推论 2, 可 证 明 {1. 16) 式 成 立 . 
性 质 6[ 反 对称 性 质 ) 行列 式 的 两 行 对 换 , 行 列 式 的 值 反 号 . 
证 重复 用 性 质 5, 然 后 再 利用 性 质 3¢i) ,就 有 


1 B12 ”” ”此 ln 经 11 lg in 
证 1 dz" in 好 :1 Tan Ci Qs dun TT jn 
Hi A Gj Hl Ui ™ a 
nl Cn2 ”全 af Anl na + a 

位 11 lz ln 


la Gz 十 Ge Goes yn 


i ds 0” TT am 

nl ne + nn 

U1l Hla "ln 1 Hl2 ** Hln 
中 
2 

G1 Hd” dn Cl Gr Hin 
. 加 

— 一 = 一 一 四 

il 立 iin A His Un 
和 

nl 好 3 rt al a2 ”Can 


| 
性 质 ” 行列 式 某 一 行 的 元 素 乘 另 一 行 对 应 元 素 的 代数 余 手 
武之 和 等 于 零 , 即 


1.1 nn 阶 行列 式 的 定义 及 性 质 1 


au 一 lA 十 2 六 ja 十 四 十 如 各 i 一 0 C2 天 了 7) 
业 - 上 


{1.17) 
证 根据 性 质 2, 行 列 式 {1, 9) 对 i 行 展开 得 


D= Deanas. 
因此 ， 将 行列 式 !1， 9) 中 第 行 的 元 素 dr rd ,em 搞 成 cl， 
人 ,aw 后 所 得 的 行列 式 , 其 展开 式 就 是 SasAy, 训 


yesAn 一 
dy Aas qn | 第 j 行 
al 
由 于 上 式 右 端 的 行列 式 第 i 行 和 第 j 行 对 应 元 素 相 等 , 故 
DaiAs 一 一 0-. 国 


对 于 行列 式 (1. 9) ,我 们 可 以 把 (1. 10) ,C1. 12) , (1 17) 式 统一 
地 写成 


ouA， =~,D, 


由 二 


], wi 
8, -1 当 一 《1.18) 
DD， 当天 


辣 样 ,行列 式 (1. 四 对 列 展开 ,也 有 
Dara 一 ¢,D. (1.19) 


其 中 
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1.2 w 阶 行列 式 的 计算 


这 一 节 , 我 们 通过 例题 来 说 明 ,利用 行列 式 的 定妆 和 性 质 , 计 
算 mn 阶 行列 式 的 常用 方法 . 
全 1 对 于 上 三 逢 行列 式 ( 当 过时 ,一 0) 有 


A 全 这 ” 和 1 
0 Uz an 

DO— » 。 。 ,| 二 a dra re 
* 


0 DO OO don 
解 ” 设 DD' 表 水 将 行列 式 吕 的 行 与 列 ( 按 原版 序 ) 互 换 所 得 的 
行列 式 , 则 利用 1. 1 节 中 性 质 1 和 全 1 的 结果 , 即 得 
DD= DD = Hl dae " Hn 


例 2 计算 4 和 阶 行列 式 


1 1—1 2 

一 1 一 1 —4 1 
D= 

2 4 —f 1 


1 2 4 2 
解 ” 对 行列 式 做 倍加 行 变换 和 两 行 对 换 , 将 其 化 为 上 三 角 行 
列 式 . 先 利用 性 质 5, 把 第 1 行 分 别 滋 ] ,一 2 ,一 ! 加 到 第 2,3,4 行 
上 去 得 


1 1 -1 2 1 1 1 2 
0 0 —5 3 加 二 胃 a 1 5 D 
P72 2 4 3 
0 1 5 0 0 0 5 3 
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1 1 
+ 加 x (2) D 1 5 0 
oo -14 -3 
0 0 -5 3 
1 1 -1 2 
@+@x({- 诗 ) 0 1 5 0 
oo 14 一 3 
0 0 0 57/14 


= (— DX1lX1x( 14)x {57/14) = 57. 
其 中 ; @'* 国 表示 第 @ 行 与 第 图 行 对 换 ; 国 十 四 X( 一 2 表示 第 四 
行 加 第 @ 行 乘 ( 一 2) ;@@ 十 国 X (一 世 ) 的 意义 也 是 类 做 的 ， 
此 例 利 用 性 质 5 和 性 质 6, 把 数字 行列 式 化 为 上 三 角 行列 式 ， 
是 计算 数字 行列 式 的 基本 方法 . 但 是 对 于 三 阶 数字 行列 式 ,用 小 


路 法 按 对 角 线 展开 (计算 6 项 乘积 ) 可 能 更 为 简捷 . 
例 3 计算 4 阶 行列 式 


1 4 一 1 4 
2 1 1 3 
D= 。 
4 2 3 11 
3 0 9 2 


解 ” 利 用 性 质 5, 把 行列 式 某 行 ( 列 ) 元 素 化 为 只 剩 一 个 非 零 
元 ,再 利用 性 质 2, 把 行列 式 按 该 行 ( 列 )? 民 开 ,从 而 旗 阶 计 算 ， 这 也 
是 展开 行列 式 的 基本 方法 . 

注意 到 DD 中 第 2 列 有 一 个 0, 再 利用 az 二 1, 把 第 2 行 乘 
(一 4) 和 (一 2) 分 别 加 到 第 1 和 第 3 行 上 去 ,将 第 2 列 中 其 余 元 素 
化 为 0, 然 后 对 第 2 列 展开 ,得 


行列 式 


14 第 工 章 
一 7 0 一 17 --8 
De 2 1 4 3 
0 0 一 5 5 
3 0 9 2 
一 7 一 17 —38 
= XIXxX| 0 一 5 5 
3 8 2 
一 7 一 17 —8 
一 | 0 一 S 5|. 
3 9 2 
再 把 第 3 列 加 到 第 2 列 , 按 第 2 行 展开 
一 ? 一 17 一 8 一 7 一 25 一 8 
D=|1 0 一 5 S| 一 | 0 0 5 
3 9 2 3 11 
-mxsx| | 
3 11 


一 一 5 X (一 77 十 75) 一 10. 


例 4 如 果 行 列 式 疡 一 | as | 的 元 素 满 足 dj 《3 于 一 


1 2 就 称 D 是 度 对 称 行 列 式 ( 其 中 dn 二 i 


Qt i. 
证 明 奇 数 阶 反 对 称 行列 式 的 值 为 零 . 
0 le ~ dls 
us 0 "dan 
证 设 D= 
dn an D 


根据 竹 质 1 有 


1.2 下界 行列 忧 的 计算 15 


0 — dl ln 一 如 1 
pe A 0 一 2 — wa 
Hn dan Rin * 0 
再 利用 性 质 300 ,将 每 行 提出 公 因 数 ( 一 1), 即 得 
D = (— 12»°D. 
由 于 = 是 奇数 ,得 D== 一 D, 故 D=0. 国 
例 5 证 明 
QP 二 Te ca a A 
Gh btee cta|l=2las bs cl. 
a 二 TB 6: 二 cs Gay ty By Ca 


证 方法 1; 把 去 端 行 列 式 的 第 2,3 列 加 到 第 1 列 , 提 取 公 因 
子 2, 再 把 第 1 列 乘 (一 1 加 到 第 2,3 列 得 
Qi 十 站 十 Cc 一 a 一 站 
在 式 一 2|a 十 严 十 cz 一 4 一 下 | 
如 十 及 十 让 一 ad: 一 外 
再 把 第 2,3 列 加 到 第 1 列 , 然 后 分 别提 出 2,3 列 的 公 因 数 ( 一 1)， 
再 作 阅 次 列 对 换 ,等 式 就 得 证 ， 
方法 2; 对 左 式 的 各 列 依 次 用 性 质 3xiiD ,将 左 式 表示 为 2 个 
行列 式 之 和 ,其 中 有 6 个 行列 式 各 有 2 列 相 等 , 即 
a Do eta a he ca 
左 式 二 |as 下 十 6 cz 二 a 十 |B PB 二 Cc ca 
Ws 十 CG Gs 十 a Bb htc ca 
a bh Ca i CL CE 十 el 


= |as be cor aalt as ec 十 好 | 十 由 十 


如 3 bs Ca 二 9 机 4 Ca CS 十 3 


dc 
bs cs 
by es 
a 有 
二 |a: 本 
as bs 
一 右 式 . 
例 6 计算 


第 1 章 行列 式 
C1 十 Ga 
ta 二 2 
D3 3 
ca bl El uu 
cz | 十 0 十 要 十 0 十 9 十 0 十 8 十 | 站 Cc as 
Cy ba cs as 
及 
nn 阶 行列 式 
TX a a 
a XX a a 
D= |a& 4 Xx 
a a a 了 


解 ”该 行列 式 每 行 元 素 之 和 相等 ,此 时 把 各 列 帮 加 到 第 1 列 ， 
提出 第 ] 列 的 公 因子 z 十 (2 一 1)a* 然 后 将 第 1 行 乘 一 1 分 别 加 到 


其 余 各 行 , 刀 就 化 为 上 二 角形 行列 式 , 即 


1 a uf 
1 定 忆 
上 一 [7 十 (52 一 132 | 1 和 a 
1 i a 六 
1 在 肆 a 
0 xu 0 0 
二 [x 十 (x lal]i0 0 工 一 女 0 
0 各 0 二 一 如 


一 [> 十 (Ca 一 1?a](zr 一 ar 1， 


1.2 a 阶 行列 式 的 计算 17 


例 7 了 7 如 果 xyz 天 0 计算 三 阶 行列 式 


I+ 和 zx 2 3 
D=| 1 2+y 3 
1 2 3 十 将 


解 “方法 一 : 将 第 1 行 乘 (一 1) 加 到 第 2 第 3 行 ,再 将 第 2 列 
乘 ， ,第 3 列 乘 z 并 各 加 到 第 1 列 , 化 为 上 三 角 行 列 式 ,得 


1 十 之 2 3 1+z 十 至 十 省 2 3 
已 一 | 一 工 YY 0|= y 0 
“I DO 0 0 之 


一 (11 | 全 十 证) 一 yz 二 2zzx 十 3xy 十 了 yz， 


方法 二 : 将 万 中 1,2,3 分 别 表示 为 1-0.2 十 6,3 二 0, 根据 性 
质 30D 0,D 可 化 为 2 个 行列 成 ;其 中 有 4 个 为 0; 得 
I 0 0 |r 20 rr 0 3| jr 0 0 
Do |1 vy C+lo 2 oF'0 » 3|+|0 y 0 
il 0 <: 0 2 x :0 0 3 0 0 
一 yx 12227 + Sey Tyz. 
例 8 证 昌 范 德 蒙 CVandermonde} 行 列 式 


+ 


1 l l ] 
工 ] A 本 Tn 
之 2 2 2 
= | Ti rr 
xl Ta! A 上 7 1! 
一 | | {zx 一 工 ,) 9 


其 中 连 乘 积 
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[TE fa) = Cs Oo 1) rs — Ze) 


le 


(一 To 一 
是 满足 条 件 1 近 7<i 委 2 的 所 有 因子 (zxz, 一 zt) 的 滋 积 , 
证 ”用 数学 归纳 法 证 明 . 当 = 一 2 时 ,有 
1 ] 


一 zz 一 2 一 [II (Tz, CO— LX,); 


1 


TV = 


工 ] a 
结论 成 立 . 假设 结论 对 n 一 1 阶 范 德 蒙 行 询 式 成 立 , 下 面 证 明 对 亚 
阶 范 德 蒙 行列 式 结论 也 成 立 ， 

在 VW 中 ,从 第 % 行 起 ,依次 将 前 一 行 乘 一 x 加 到 后 一 行 ,得 


1 ] ] 1 
0 rr 一 1 3 Tl 四 | 
VV 一 | Ta 《za — ZT) 并 3 (a — "= Tn Cx, 一 -1 


0 Xm) 一 一 


按 第 1 列 展开 ,并 分 别提 取 公 因子 ,得 


1 ] 1 

Ty 3 En 

1 名 2 

VW = (x Oo RO Tr OT | Xs Ts 
I x 


上 式 右 端 的 行列 式 是 ?一 上 阶 范 德 绽 行列 式 , 和 根据 轨 纳 假设 得 
VV, = Ts CO— TI Ts CO— TL "Cr 一 站 I[ {zt — ZI};)， 


2 


[[ x,— x,). 县 


1 4 轩 


例 9 证 明 


1.2 nn 阶 行列 式 的 计算 19 


ll 他 42 le 0 0 
Hzl tar at 0 0 
D= Ilan Wiz Hr 0 Q 

cll C1l2 Cl bl Pim 

Cml Cm Cm [a Drum 

Rl 2 It 
11 blm 

Hl dz i dar , , 

一 : : | ， (1. 20) 

1 se 


[| [re "nr 1 
证 记 
i4| = |a, 11, |B|= 6, 17. 
对 |#| 的 阶 数 作 数学 归纳 法 ， 当 上 ==1 时 ,对 也 的 第 一 行 展 
开 , 得 D=an1B| 二 |an1181‘ 这 里 |ay | 是 一 阶 行列 式 ), 《1.20) 式 
成 立 . 假设 |4&| 为 £ 一 1 阶 时 , (1. 20) 式 成 立 .下面 考 虑 |4| 为 k 阶 
的 情形 : 此 时 ,将 DD 对 第 1 行 展开 ,得 
D=an{— DMP 4 ar (1THMS + 十 
a (— 1 MD, OD 
其 中 MP 是 a 在 DD 中 的 余子 式 人 二 1,2,…, 表 显然 ME 也 是 
《1. 20) 式 类 型 的 行列 式 , 而 且 它 的 左上 和 是 二 一 1 阶 的 ,根据 归纳 
假设 
MD = MHIBI, 了 一 1:2，,， D 
其 中 M% 是 ao 在 14 中 的 余子 式 . 将 加 式 代入 中 式 , 即 得 
D={fan to DH MI + a (1) MI 二-… 十 
amt— DM ] |B|=|A||BI, 
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所 以 14i 为 点 阶 时 ,51- 20) 式 成 立 . 为 此 14| 为 任意 阶 行列 式 时 ， 
(1, 20) 式 都 成 立 . 力 
《1. 20) 式 可 简 记 为 


p=|4 5|=I4 B 
= | l=I4liBl. 


车 | 入 | ,| 下 | 如 上 所 设 , 同 样 也 有 


着 过 
0 加 


了 一 


| = (1. 21) 
但 要 注意 ， 
D=1d 全 B 
一 | Ee 


此 时 ,可 将 141 所 在 的 每 一 列 依次 与 其 前 面 的 mm 列 逐 列 对 换 ( 共 对 
换 上 上头 吕 次) ,使 之 化 为 (1. 20? 式 的 形式 ,于 是 便 有 

站 | 

县 


态 
= 《一 了 = (— DY™ |AL|B|,. 《1. 22) 
并 


俩 10 求 方程 Dtz)==0 的 根 , 其 中 


7T—1 x—2 ZXx—l1 Tr 


并 一 2 XX 一 4 人 一 三 
了 DPCzr) = ， 
x—3 一 日 x—4 了 一 1 


了 一 和 工 一 2 一 5 XxX—2 


解 ” 由 观察 可 见 z=0 是 一 个 根 ,因为 = 一 0 时 ,行列 式 第 1、 
第 2 列 成 比例 ,所 以 D(0)==0. 但 要 求 其 他 根 ,必须 展开 这 个 行列 
式 . 将 第 1 列 莱 一 1 加 到 2,3,4 列 ;再 将 变换 后 的 第 2 列 加 到 第 4 
列 , 即 得 


1. 2 1.2 于 阶 行列 式 的 计算 2 


zxz—1] —1 0 1 工 一 让 —1 0 
X—2 一 人 [0 2 工 一 2 —2 0 
D(x)= 
立 一 3 一 3 一 1 2 一 3 3 1 
TX 一 4 一 4 xz 一 1 2 XxX 一 4 一 人 工 一 1 一 上 
x1 一 1 一 二 
-| E 一 一 Xt 十 1). 
了 一 2 —2 闫 一 1 -| 
所 以 方程 DIz) 一 0 有 两 个 根 : 0 与 一 1. 
" 例 11 计算 ma 阶 三 对 角 行 列 式 
a # 
ce a & 
5 企 四 
D, = ， ， 
c a 百 
C a 


解 把 DD, 按 第 1 行 展开 ,再 将 第 2 项 中 的 行列 式 对 第 1 列 展 
开 得 


c 而 
0 a 
Dm aD, 二 (人 Deebj 的 《 
四 | 0 好 上 
0 0 CC 入 | -1 栈 
一 aD, 1 — beD, s. OD 


由 史 式 ( 称 为 递 推 公式 ) 可 见 : 由 已 和 Ds 可 算出 马 ; 由 Ds 和 DD 
可 算出 忆 ;如 此 等 等 . 为 了 利用 忆 和 DD; 递 推出 DD, 的 计算 公式 ， 
我 们 将 中 式 改 写成 

DD, — D1 = D1 一 点 Dr )， 全 
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其 中 
kit—a, ki=bec. eh 
在 四 式 中 , 记 4, 二 口 ,一 kD, 1, 则 人 @ 式 为 
A — dA 加 
由 这 个 弟 推 公式 易 得 
A = lA = AnD) = A 
即 D, — ED, = PCD, — kD), ey 
其 中 
Do a ge, Dlal- a. 
[二 [a 
将 它们 代入 偿 式 ,再 利用 合式 ; 易 得 D, 一 kD, 一 下 ,于 是 
D, = 1" RD, 1. © 


再 利用 弟 推 公式 名 ,可 以 递 推出 
D,= RU RD ) = El! RD 
= 1k EA? | ED, ,) 
"RED, 
一 
其 中 也 | 一 1a 一 aa 一 此 -所 以 
DD, = "hI RE 十 KH 
例如 , 当 a 一 3,5 一 2,c 一 1 时 ,由 鸳 式 算得 二 1,1 一 2, 或 上 二 
2,2 王 1; 此 时 


| 


1.3 死 打黑 法则 


这 一 节 讨 论 : 个 未 知 量 个 方程 的 线性 方程 组 ,在 系数 行 
列 式 不 等 于 零 时 的 行列 式 解法 ,通常 称 为 克拉 黑 (Cramerij 法则; 


1.3 克拉 默 法 则 23 


并 进一步 给 出 = 个 未 知 量 ”个 方程 的 线性 齐 次 方程 组 有 非 零 解 的 
必要 条 件 . 
定理 (克拉 默 法 则 ) 设 线 性 非 齐 次 方程 组 
11I1 十 cite 十 十 ar 一 下 ， 


az.Tl 十 Batzz 十 "十 Contn 二 加， 


(1. 23) 
在 at 了 1 十 Gna To 二! 十 dyn 二 
或 简 记 为 
Dasr, 一 本， i=1,2,,n 《1. 24) 
1- 1 
其 系数 行列 式 
rl 12 ln 
p= Hz] 2 en 0, 
nl Hnl i nn 
则 方程 组 5i. 23) 有 了 唯一 解 
二 = 忆 ， 了 了 一直,2 97 Cl, 25) 


其 中 DD, 是 用 常数 项 ,5 ，… ;Bb, 赫 控 DD 中 第 j 列 所 成 的 行列 式 ， 
即 

R11 til 已 HLL 2 din 
De=) on 0m] .26) 

Hn! *"" i 如 nitl " [和 
证 ” 先 证 (1. 25) 式 是 方程 组 (1.23) 的 解 , 根 据 (1i. 26) 式 

D, 一 让 冒名 有 to FbA, 一 >》 入， 
不 二 1 


其 中 A 是 系数 行列 式 中 元 素 eu 的 代数 余子 式 ， 
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TO 二 $2 beA es 《了 — 1 ,2 sn) 代入 (1. 24) 式 左 端 ,得 


地 


2 Bn) en 
= 上 > (Be Ajbs) 


= BE Dh) BaD 
1 DA 
(有 一 工时 ;65 一 工业 关于 时 ,65 = 二 0) 


bl 站) =b, (Gi= 1,2,,7). 


(其 中 * 处 等 导 成 立 的 理由 是 ,双重 连 加 叶 求 和 次 序 可 交换 ， 


请 参阅 本 章 附 录 . ) 
所 以 (1.25) 式 中 的 zz 一 DADG 一 1;2,…,n) 满 足 方程 组 
(1. 23) 中 的 每 一 个 方程 ,因此 它 是 方程 组 (1. 23) 的 解 . 
再 证 方程 组 (1. 23) 的 解 也 必 是 如 (1. 25) 式 所 示 ， 设 clycsz，…， 
c 是 一 组 解 , 则 
GD cl 十 2lzca 十 十 Ginca 一 站 ， 
Gaztcl + Haats 十 十 Ganc 一 如 
anlcl 十 2ngcz 十 十 GenCa 一 如 
在 上 面 “= 个 等 式 两 端 ,分 别 依次 乘 4 ,Az,，… ,及 ij; 然 后 再 把 这 
个 等 起 的 两 端 相 加 ,得 


(DauAa, Ye 十 “"" 十 (DasAs, jj， 十 十 {DaA, ye, 
“一 了 121] :=1 
= DhA,. 
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上 式 堪 庙 Ce 的 系数 全 为 零 ,c， 的 系数 为 
中, 右 端 D6A, 一 D,, 因此 De,= D, , 教 


.DD 

局 一 天 
分 别 取 7 了 一 1:2,.… ,nn; 这 就 证 明了 Ct 2 9 如 果 是 解 ;它们 也 必 
然 分 别 等 于 居 ,天 ,…, 产 ,于 是 方程 组 (1.23) 的 解 的 唯一 竹 
得 证 - 国 


由 克拉 上 默 法 则 , 立 妈 可 得 下 面 的 推论 
推论 ”着 齐 次 线性 方程 组 


Da =0 Gi=1,2,.,n) (1. 27) 
了 上 


的 系数 行列 式 局 = 上 a 17 关 0, 则 方程 组 具有 零 解 x) 一 0,j 一 1， 
2 

因为 此 时 D,==0,7 二 1124,n. 

与 推论 等 价 的 命题 ( 即 道 否 命 题 ) 是 ; 若 上 述 齐 次 线性 方程 组 
有 非 零 解 , 则 系数 行列 式 站 = |a | 一 0 印章 次 线性 方程 组 有 非 
零 解 的 必要 条 件 是 系数 行列 式 口 一 0. 

在 第 3 章 中 ,我 们 将 进一步 证 明 ,D=0 也 是 齐 次 线性 方程 组 
《1.277 有 非 零 解 的 充分 条 件 . 

用 克拉 默 法 则 求解 系数 行列 式 不 等 于 零 的 二 元 非 齐 次 线性 方 
程 组 ,需要 计算 a 十 1 个 x 阶 行列 式 : 它 的 计算 工作 基 很 大 . 实际 
上 关于 数字 系数 的 线性 方程 组 (包括 系数 行列 式 等 于 零 及 方程 个 
数 和 未 知 基 个 数 不 相 同 的 线性 方程 组 ) 的 解法 ,一般 都 采用 第 2 章 
中 介绍 的 高 斯 消 元 法 . 克拉 默 法 则 (主要 居 在 理论 上 具有 重要 的 意 
义 , 特 别 是 它 明 确 地 揭示 了 方程 组 的 解 和 系数 之 间 的 关系 . 
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例 1 已 知 三 次 曲线 yy 一 了 x) 二 an 十 ax 十 azx? 十 asgx! 在 才 
个 点 = 十 1.z 二 士 2 处 的 值 : f(1)=/( 一 DD=f(2)=6,f( 一 2) 一 
一 6, 试 求 其 系数 an ,al as ,a:. 
解 将 三 次 曲线 在 4 个 点 姓 的 值 代 入 上 其 方程 ,得 到 关于 ao， 
diras sds 的 非 齐 次 线性 方程 组 
ea 二 a1 二 dz 十 0: 二 6， 
do 二 at 1)Ta(—1) +a 1)? = 6, 
qo + At2) a (2 as(2)? = 6, 
Cn 十 21 (一 2) 十 di 一 2) 7 十 a 一 2)* 一 一 6 
它 的 系数 行列 式 是 范 德 蒙 行列 式 ( 例 8 的 行 , 列 互 换 ) 


1 1 

IT i 1 C17 
D = 

1 2 27 23 

1 一 2 (一 2 (2) 


一 (一 1 一 1D(2 一 1)( 一 2 一 1)02 十 1)( 一 2 十 1)， 
(一 2 一 2) 一 72， 
于 是 ,由 克拉 默 法 则 可 得 三 次 曲线 方程 的 系数 


已) 一 万， 了 一 站 1.2,3， 
其 中 
6 1 1 1 
5 一 1 1 —]1 
D, = 一 576， 
2 4 3 
一 5 一 2 4 一 8 
] 8 J ] 
1 有 1 1 
DI = 一 一 72， 
1 5 4 8 
1 一 6 4 —8 
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1 1 6 1 
1 一 1 6 一 1 
1 2 6 名 
1 一 2 一 6 一 各 
1 1 6 
1 一 上 1 6 
1 2 4 6 
1 一 2 4 —# 
所 以 do O80 一 一 ] :ca 一 2,a: 一 1, 这 是 唯一 解 ,因此 过 上 述 4 
个 点 所 唯一 确定 的 三 次 曲线 方程 为 
Fr 一 8 一 工 一 27r2 十 天 
一 般 地 ,过 ”十 1 个 工 华 标 不 同 的 点 (zy 一 1 十 
可 以 唯一 地 确定 一 个 wn 次 曲线 的 方程 yy 二 as 十 x 十 a 十 "十 
QT 
例 2 求 4 个 半 面 uz 二 By 十 cz 二 一 00i1 一 1,2,3,4) 相 交 于 
一 点 Cam "No ;x0) 的 充分 必要 条 件 . 
解 ” 我 们 把 平面 方程 写成 
GT 十 血 十 cz 十 区 = D0. 
其 中 :一 区 于 是 4 个 平面 交 于 一 点 , 即 +,y,z,i 的 齐 次 线性 方程 组 
十 和 yy 十 十 可 1 一 0， 
taTba yest U, 
QT by+ crt dt = 0, 
ta 二 By 十 Cz 十 dit 二 0， 
有 唯 -- 的 一 组 非 零 解 Cro yyn ,zao11) :根据 章 次 线性 方程 组 有 非 零 
解 的 必要 充分 条 件 ( 充 分 性 以 后 将 证 明 ) 是 系数 行列 式 等 于 零 . 即 
得 4 个 平面 相交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 为 


位 | 如 [二 ol 1 


D; = 一 了 2- 


[pe Dz Ca 3 
as by ca dd, 


[| ps C4 os 
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附录 1 性 质 工 的 证 明 双重 连 加 号 


1. 性 质 1 的 证 明 


dl dls in Et Wl nl 

Hz2] Hz? an 如 12 Haz 位 an 
证 明 _ 一 

al Co rn Qn En "nr 


证 ”对 行列 式 的 阶 数 作 数 学 归纳 法 ,将 等 式 两 端的 行列 式 分 
别 记 作 DD 和 DD", 
当 n 二 2 时 ,=D 显 然 成 立 , 假 设 结 论 对 于 小 于 阶 的 行列 式 
都 成 立 , 下面 考虑 n 阶 的 情况 . 
根据 定义 
D= a ct ArA tA 
D’ = anA 十 Ai 十 和 十 ea 
根据 归纳 假设 1 一 A ,于 是 


Ria Os ang 


Ha a "dns 
1 十 2 
D’= dn 二 (1) Tan , ,， . 十 
in 9 全 
Qe dss Hl2 dng 


la zs 4 "3 


(an|. ， ”| 十 十 


ln Lan dn *™" nn 


附录 1] 性 上 质 1 的 证 天 腕 重 连 加 号 29 


ls 2 1 
(Drtng ， la ds es | 
n 


In en ln 
此 时 ,根据 归纳 假设 ,上 面 的 ”一 1 个 "一 1 阶 行列 式 , 都 对 第 
1 列 展开 ,将 含 ez 的 项 合并 在 一 起 ,其 值 恰好 等 于 atzAu ,会 es 的 
项 合并 后 其 值 等 于 2 会 av 的 项 合并 后 其 值 等 于 Qn 
因此 D' 二 D. 下 面 证 明 会 el 的 项 合并 后 其 值 等 于 os As. 


A 0" ian Hr 人 
(—1) anos| : : | 十 (一 1)tsasar | : ;| 十 十 
an ""” 全 mm Wan 4 nn 


Has 1 


位 gm nln 
三 21 0 0 0 al 0 站 
D0 a Csn zg 人 @4 Gm 
— ens 33 要 十 - 一 3 十 … 十 
OO dam a Gm 0O at "Can 
0 0 nl 
好 2 13 0 


an >"" Cn 一 Hz 0 
一 《一 1) 1? gs 


Ha 。 红 雪 ng 


位 加 Hin 机 三 mn 


一 dz 【一 1 112 MT” = dz 【一 Ti+23R1T 一 Ci2 迪 1 + 
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其 中 余子 式 Mii (n 一 1 芥 行列 式 ) 是 Ms 的 行列 互 换 后 的 行列 式 ， 
根据 归纳 很 设 它们 相等 . 

I, 性 质 之 的 证 明 

证 明 aA ahs 二 二 anA;, 

二 a 六 1 十 a 六 十 呈 十 2 太 1， (i=2,3,"" ,7)., 

证 用 类 和 似 子 性 质 1 的 证 明 方 法 ,读者 不 难 证 明 上 式 对 任意 
的 2 之 i 委 n) 都 成 立 . 

下 . 关于 双重 连 加 号 “了 3) ” 

对 于 "个 数 连 如 的 式 子 

位 | 一 上 十 -二 Gan， 


为 了 简便 起 见 ,我 们 可 用 连 加 号 1， 把 它 记 作 De 


例如 Plt ‘十 nn!， 


其 中 ;为 求 和 指标 ， 它 取 自 然 数 1 ， 2," 
有 时 连 加 的 数 是 用 丙 个 指标 来 编 号 的 ,例如 mXn 个 数 排 成 


m 行 n 列 : 


tL $I ly ln 


ial 12 + 92 9 san 


ITETETTTETTEETLLEELI EL 


ml rm mn 
它们 的 和 数 S$， 可 先 把 第 i 行 的 a 个 数 相 却 , 记 作 5, = > 
( 称 为 对 j 指标 求 和 ), 再 把 mx 个 行 的 和 数 Si, Ss, "SS, 相 加 ， 


附录 1 性 质 工 的 证 明 农 重 连 加 号 31 
记 作 

s- Ys-53 Qe @ 
同样 也 可 以 先 把 第 ; 列 的 mm 个 数 相 加 , 记 作 S; 一 6,，( 称 为 对 
; 指标 求 和 )、 再 把 如 个 列 的 和 数 S7 ,S7 ,…,S* 相 加 , 记 作 


nn mr 


SS 一 5 = 2 2 (DD 
名 式 是 先 对 ;jy 求 和 ， 后 对 i 求 和 , 简 @ 式 是 先 对 i 求 和 ,后 对 j 
求 和 . 它们 显然 相等 ,这 表明 用 双重 连 加 号 求 和 时 ,对 指标 i,i 的 
求 和 次 序 可 以 颠倒 . 
有 时 ,对 用 两 个 指标 编号 的 数 , 求 其 一 部 分 数 的 和 时 ,可 以 在 
连 加 号 下 注 明 求 和 指标 庶 满 足 的 条 件 ,例如 


本 1 
>) Yas 一 《aal 十 asl 十 2 十 … 十 an 一 1 


JJ 一 1 ye rn 


十 (as 十 ae 十 十 aas) 了 一 2 
十 《aa 十 … 十 ans) jj 二 
二 
二 eas. 7 二 nl1 
又 如 ,对 于 两 个 多 项 式 
fx)= ar’ Ta zr 二 十 at 二 40， 
ptr) 二 bax" 十 BT 二 呈 十 各 并 十 有 阳 ， 
求 其 乘积 f(x)g Cz) 中 zx! 的 系数 ,就 可 以 表示 为 


人 。 
例如 zx' 的 系数 为 D3 b, 一 tobs tT obs asbs 十 2 区 tb, 


此 外 , 某 半 个 数 的 和 与 另 如 个 数 的 和 之 积 也 可 用 双重 连 加 号 
表示 , 即 


32 第 1 章 行列 或 


《al 十 as 十 … 十 aa) 有 十 本 十 …… 十 加 ) 一 Da Db,. 
i=I 21--[ 
利用 分 配 律 ,得 


上 式 = Dy (Dyab;)— 2 Daib, sD) (Dyab;) 
:ol 1 sl 了 = i=! 
__ 了 而 < ， 
+=1 i=] 


其 中 ya 是 对 指标 ; 求 和 ,此 时 指标 i 不 变 ,这 种 情况 下 的 
和 式 


Dabi = ap b 
了 = 上 站 一 了 
习题 “补充 题 答案 
习题 
计算 下 列 二 .三 阶 行列 式 5 用 沙 路 法 和 定 艾 ): 
a ab 2 cosa 一 Sina 
ab br | sina cosw| 
3 2 一 4 
如 十 癌 五 
3. 了 4 1 一 2 
2 | 
5 2 —3 
1 2 3 2 2 1 
SS It4 5 6 看 4 1 一 了 
7 8 9 202 41989 40I1 
1 wo 
7. | 1 ww 其 中 = 一 去 +i 克 . 
上 
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补充 十 ” 掀 案 


习题 


让 2 工 |， 


计算 下 列 数 字 元 素 行 列 式 ( 利 用 行列 式 性 质 展开 ): 


| 


日 0 10 


3 4 
1 


mn 


6 


19 


6§ ?7 8 98 


dO 0 a 


4 


0 0 0 2 


0 0 0 4 


0 0 4 3 


10. 


1 


全 3 2 


12， 


4 


Lr 


2 1 


一 ] 


14. 


il. 


13. 


1. 


一 ] 


上 0 


wy 


0 
D 


15. 


17. 
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0 0 0 0—1 
100 0 0 一 2 0 
1%, ,其 中 4 一 |1 20|， 8= D 60-3 0 0|. 
50 123 必 一 4 站 0 vu 
—353 0 0 0 0 
证 明 下 列 馆 等 式 ; 
Qatar arrtb a a Wb cl 
19. la:tbx asI+he ci|=tl- rz)las ta ca 
Qi 二 hi qT 二 hs Ca Gs ds Ea 
1 十 工 1 1 1 
1 ] 一 工 1 1 
20 = 
1 1 1+y 1 
1 1 ] 1—y 
1 1 1 
2i, ia bb ec| 一 (a 十 上 ce) 人 一 2)Cc 一 如 (CCc 一 站， 
a 
1 a a 1 a a’ 
22. |1 & 如 | 一 (a8 十 外 十 ca1 b 时 
1 oe ec 1 ce ce 
计算 下 列 各 题 : 
1 0 2 < a 1 0 0 
2 0 bb ov 一 ] 1 9 
23. 24. 
3 4 3 器 ”一 | ce 1 
d 0 0 0 0 9 一 1 dd 
a (Ka 十 1D (Cat2): 《ec 十 3 
下 《二 1)2 《上 十 232 Ch+3) 
Wa epD? Cra Cetay 


a {atl (tat2)® (Cd—3) 


习题 补充 题 答案 
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u ¢ 1 
对 企 1 
26. < 四 1 
b+ie cia atep 1 
2 2 2 
1 2 2 2 2 
2 2 2 2 
28, 2 2 3 2 
2 2 2 六 nl 2 
2 2 2 2 RR 
1 1 1 
a a—1 所 一 上 
29. |a: a1}: 《一 2 
a a1” ta? 
a a tb ar 
30. 4 2 和 a 贡 
Gt AaB asTihet 
用 克拉 点 法 则 解 下 列 钱 性 方程 组 : 
5 十 4z3 十 zz 一 23， 
3 XI 一 Xz 二 2X3 十 如 4 一 1 
4X1 十 2 士民 3 一 1， 
之 1 十 .本 十 x 十 2 二 人 必 . 
Ta 十 Xs 十 Tt 十 二] 
六 1 十 二 十 4 十 Xs 二 2， 
32, < XT 十 zz 十 十 I 一 3， 
| 二 xs 二 4， 


1 十 了 2 十 3 十 人 4 二 


a 日 和 
心 [7 by 9 
27. 
oa bs [rE 0 
| bs 0 总 4 
1 
名 
Ca—n)? 
【如 一 大 3 
1 醋 
as 如 
aa+1 酚 十 可 + 
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33. 问 : 齐 次 线性 方程 组 

ZT 二 Tz 十 Zs 十 2&2 二 人 0， 

Xl 十 2x0 十 ZX3 十 二 0， 

XL 十 Xi 一 3Xs 十 Ts 二 避 ， 

工 十 Xz 二 dry pr = 0 
有 和 非 零 解 时 ,a;5 局 须 满 足 什 么 条 件 ” 
34. 求 平面 上 过 两 点 zt yy) 和 (rayz) 的 直线 方 稳 ( 用 行列 式 表 示 )， 
35. 求 二 次 多 项 式 7 二 go 十 和 aq 工 二 qsT 十 yx! :使 得 

一 1 一 DID 一 4F2) = 3,/(3) = 16. 


补充 题 
证 明 下 列 恒等式 ， 
lita 1 " 1 
1 1+a ~ 1 "1 
36. | ， . . = (1+ De 
1 1 1+e 


(1} 用 数学 归纳 法 征明 之 ; 
C2} 利用 线性 性 质 ,将 原 行 列 式 表示 为 2? 个 行列 式 之 和 的 方法 ,计算 行 


列 式 ，; 
43) 利用 递 推 公式 ,计算 行列 式 ， 
+ 一 | a “站 和 
0 并 一 1 所 0 , 
37，| : : 让 : 三 x" 十 了 arr 
0 0 0 工 一 1 和 
Ga el aa ds 十 Ql 
] —1 0 心 0D 
总 2 + ~—l [| 性 
38 3 0 ” 9 > az 
划一 了 
Gn 1 全 0 zz 一 1 
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cosd 1 
1 2cos 1 
39. 机 上 和 上 和 二 cosn& 
1 Zcost 1 
1 2eosg 
计算 下 列 行列 式 : 
1 5 2 号 
3 2 5 2 
3 一 12 学 15 
可. 
2 9 站 加 
3 2 5 有 
1 2 1 3 
了 了 了 了 
1 1 1 —n 
1 1 - —m 
41. : - 
1 —n + 1 1 
一 列 1 1 
321 十 如 Ua Le Hn 
1 tz 二 As 在 3 * cn 
42. 鼠 1 A2 i 十 A Aaa 
a 如 A + 
1 2 * n—1 天 
2 3 nl 
43. 3 4 ! 2 
n—l nn 1 :: nn—3 n—2 
nn 1 2 一 人 nl 
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1 1 1 1 
工 I 工 久 "nn 
2 2 2 mn 
六 1 Ty I  ” Tn 
， 一 (2oz) He 
:=1 1 


TT Xx II oe 人 


ZI? TE 
45、 证 明 { 用 数学 归纳 法 ): 导数 关系 式 
Qe) es CE) Qn Ct) 
dd do Ct) tz CE) a Ct) 
de 交 和 : 
nl Cty aztty dna tt) 
gut) Eau (全 a 
4 . ) 
>) Ga te) 下 Ga 《站 "dankt 
J1™1 2 
d 
Hat tt 2 站 


6 设 | 个 点 Pl 1 +¥1) » Pa tx "2 Patra ;ys 不 在 一 条 短线 上 , 求 过 


点 Pi ,Pi ;Py 的 加 的 方程 . 


27 求 使 3 点 【五 村 s Ye ) 1 (zs ,为 ) 粒 于 一 直线 上 的 充分 必要 条 件 - 
48， 写 出 通过 3 点 (1,1,1) 2,3, 一 1) 13， 一 1 一 1) 的 平面 的 方程 . 
49， 写 出 通过 点 人 1,1,1), 01,1, 一 1 (1 一 1 一 1.0,0) 的 球面 方 


程 ,并 求 其 中 心 和 半径 . 
S50 已 知 二 关 屯 ,证明 方 程 组 

I 工 | 十 pram= 1， 

Ts 十 pra = 1， 

HT, bEntl —1. 

brs Tarr 二 1， 

bra 十 位 并 如 一 1 一 1， 

bri 十 旺 并 se 一 1 
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有 了 叭 一 解 ,并 求解. 
答案 
1, ov, 2, 1. 3. (a—b)?. 4. 一 5. SS. 0. 
&. 一 18. ?, 0, B. 27:—6rI:+6,. 9, 256, 10，101. 
11， 一 8 12. 160. 13. —7, 14. —12., 15. 32, 
6. —20. 17， —60, 18. 3! 51， 23,. abrd. 
24. Cabt lted 1)+ad. 之 SS 中 2 0 
27, tagaa — bbs ?turts — bps ). 28. —2Cn—2)1. 


29. (DTT. 
=1 
30， 第 1 至 第 # 十 1 行 分 别提 出 公 因 于 af,a7,… as41: 将 其 化 为 范 德 葵 
行列 式 ， I ha, 一 0.b;)., 


lJ r 字 时 十 1 
ll 7 3 1 5 


31. 1, 一 1]. 一 111. 32. 1 4"4' 4+ 
rz y 1 

33, (a1) =dp. 34. Ix y 1|=0. 
x Ys 1 


35. f(r)=?— 0x +27, 


工 一 1 
37. 对 第 1 列 展开 ,得 递 推 公式 DD, 二 工 D, -十 a. ,Ds 一 
好 证 十 三 1 
一 ! 
38、 对 最 后 一 列 展开 ,得 递 推 公式 D, 一 zxD, La,D=|” 
班 了 和 本 


39. 用 数学 归纳 法 : 4 一 1 时 成 立 ,假设 结论 对 小 于 4 阶 的 行列 式 部 成 
立 , 并 利用 对 晤 后 一 列 谭 开 所 得 的 递 推 公式 DD, 一 2cos6D. -一 DD,-z. 
40.， 通 分 ,提出 公 因 于 ,化 为 整数 行列 式 ,了 5 


下 1) 


41. CC—1} © (n+l1)" 


二 


42. (1 》， 寺 ) IT>， 《用例 7 的 方法 ). 
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43. (— DF en 。 将 各 列 加 到 第 1 列 ,提出 公 因 于 诗 nCn+1)。 


并 从 最 后 一 行 起 ,依次 减 前 一 行 , 将 第 1 列 化 为 1,0,…,0, 对 第 1 列 展 开 ; 然 
后 对 eu 的 余子 式 ,将 第 1 行 飞 ( 一 1) 加 到 其 余 备 行 , 再 将 竺 列 加 到 最 后 一 列 ， 
并 利用 1.1 节 的 例 2 结果 . 

44. 在 原 行列 式 最 后 两 行 之 间 满 一行 zf ' ,337' ,zx? "1, 在 最 后 一 列 之 
后 添 一 列 1 t+ 便 之 成 为 x+1 航 范 德 莹 行列 式 ,在 它 
的 展开 式 中 ,Fi 的 蔷 狼 习 以 (一 1 就 等 于 原 行 列 式 Dt 因为 a 十 1 阶 范 礼 蒙 
行 别 式 对 最 后 一 列 展开 式 为 1， 4: 十 引证 二 二 
1! 其 中 代数 余子 式 4 一 (一 1 叶 : 有 = 一 吕 )， 另 一 市 法 是 : 
用 数学 归纳 法 证 明 ,与 证 明 范 德 蒙 行列 式 类 收 的 方法 ,找到 岂 与 呈 ,- 之 癌 

一 个 递 推 关系 . 

45. 用 数学 归纳 法 ,证明 缚 论 对 阶 成 立时 ,将 号 阶 行列 式 按 第 一 行 展 
开 求 时 后 用 归 姗 法 息 设 即 可 . 

46， 辆 的 方程 为 utftz2 十 窜 ) 十 Br 十 cy 十 本 一 Da 天 0 将 已 ,PP 点 的 
坐标 代 人 方程 ,连同 圆 的 方程 构成 关于 a.5csd 的 四 元 齐 次 线性 方程 组 , 它 
有 非 零 解 (a 甜 9) 的 充 要 条 件 是 条 教 行列 式 等 于 零 , 即 

z+ x » 1 
| 
Ti 二 ze 和] 
入 十 六 和 和 
这 就 是 副 土 动 点 P(xz,y) 所 满足 的 方程 ， 
x Y 1 
47, dx ~ 1|=0,. 
Ts ns 1 
漠 B，4 二 十 3 二 37 一 站 一 个 - 


49. (zt) + 十 =( 壮 ) 


有 二 二 


知 上 胜 


矩阵 是 数学 中 重要 的 基本 概念 之 一 ,在 很 多 问题 中 的 一 些 数 
量 关系 要 用 矩阵 来 描述 . 矩阵 是 代数 学 的 一 个 重要 研究 对 象 , 它 
在 数学 的 很 多 分 支 和 其 他 学 科 中 有 着 广 证 的 应 用 . 

本 章 从 高 斯 消 元 法 人 手 , 引 出 垂 阵 的 概念 ,进而 介绍 和 矩阵 的 基 
本 运算 一 一 加 法 .数量 乘法 ,和 滋 法 . 转 置 .可 道 矩 阵 的 道 矩阵 及 和 扎 阵 
的 初等 变换 .并 介绍 矩阵 的 分 块 及 分 块 抵 阵 的 运算 . 

年 阵 是 一 种 新 的 运算 对 象 ,读者 必须 注意 矩阵 运算 的 一 些 特 
有 的 规律 ,并 熟练 地 擎 握 它 的 各 种 基本 运算 ,这 对 学 好 线性 代数 所 
研究 的 一 些 基 本 问题 是 十 分 重要 的 . 


2.1 高 斯 消 元 法 


在 前 一 章 , 我 们 介绍 了 求解 n 个 末 知 元 x 个 方程 的 线性 方程 
组 的 克拉 上 默 法 则 . 在 中 党 已 学 过 用 代 人 消 元 法 或 加 减 消 元 法 解 一 
元 .三 元 一 次 方程 组 . 现在 我 们 把 它 推广 到 mw 个 方程 n 个 未 知 元 
的 一 般 情 况 , 并 在 此 基础 上 引出 矩阵 的 概念 至 于 线性 方程 组 的 
解 的 一 般 理论 将 在 第 3 章 中 介绍 . 

消 元 法 的 基本 思想 是 通过 消 元 变形 把 方程 组 化 成 容易 求解 的 
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同 解 方程 组 .在 解 未 知 量 较 多 的 方程 组 时 ,需要 使 消 元 步 又 规范 
而 又 简便 . 下 面 通过 例子 来 说 明 高 斯 消 元 法 的 具体 做 法 . 
例 1 解 线性 方程 组 
2z1 一 27 十 634 二 一 2， 
ZX 一 六 十 2T 十 和 471 一 一 2， 
37 一 2 十 dr 十 4 一 一 了 
571 一 3 十 工 十 200 一 一 二 . 
解 、 将 第 一 个 方程 科 志 ,得 
Tl — Xa 十 3x 一 一 1， 
271 一 2 十 2rr 十 4 一 一 人 2， 
3x1 — Ts dz 十 4z4 一 一 3， 
5 一 3 十 了 十 2074 一 一 2 
将 第 1 个 方程 乘 ( 一 2 (一 3 (一 5) ,并 分 别 加 到 第 2,3,4 这 三 个 
方程 上 ,使 得 在 第 2,3,4 这 三 个 方程 中 消去 未 知 量 xi, 得 
人 一 人 十 3274 一 一 ]， 
Ti 二 2rs 一 2 一 站 ， 
27s 十 47a 一 07 一 人 00， 
27 十 工 十 5 一 了 
容易 证 明 , 这 个 方程 组 与 原 方程 组 是 局 解 的 .现在 再 把 其 中 的 第 2 
个 方程 磁 { 一 2) ,并 分 别 加 到 第 3,4 这 两 个 方程 上 ,使 得 在 第 3,4 
这 两 个 方程 中 消去 zz ,得 


(2.1 


工 1 一 Ts 十 3z 一 一 
Ts 35 一 2z 一 了 
一 了 4 一 避 
一 3zs 十 974 一 3. 


再 将 第 3 个 方程 乘 (一 1) ;第 4 个 方程 靳 (一 173) ,并 把 第 3,4 个 方 
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程 交 搞 位 置 ,得 
TX Te 十 3X 二 一 1， 
Ys 十 2 一 2 一 扬 ， 
(2. 2) 
并 3 一 3 一 一 了 " 
Xx: = 0. 


线性 方程 组 (2. 2) 与 原 线性 方程 组 是 同和 解 的 .由 (2.2) 易 知 x4 一 0， 
将 其 回 代 第 3 个 方程 得 zx; 一 一 1, 再 回民 前 两 个 方程 ,分 别 得 zx; 一 
2,zi 一 1. 所 以 (1,2, 一 1,0? 是 原 线 性 方程 组 (2. 1) 的 解 . 

形 如 (2. 2? 的 方程 组 称 为 阶梯 形 钱 性 方程 组 . 

任 一 个 线性 方程 组 都 可 用 例 1 所 述 的 高 斯 消 元 法 将 其 化 为 容 
易 求 解 的 . 同 解 的 阶梯 形 线性 方程 组 ， 所谓 消 元 ,就 是 将 元 的 系数 
化 为 9, 为 使 消 元 过 程 书写 简便 ,我 们 可 把 线性 方程 组 

AuTil 二 Cazaxs 十 "十 GinTs 二 四， 


QaTl 二 AwTzs 二 "二 Ganz = bs， 


(C2. 3) 
nT] 十 区 oz 二 十 Gm 一 bm. 
对 应 葛 系 数 按 顺序 排 成 的 一 张 矩形 数 表 
站 1 ci Cn b 
21 们 22 Un [a 


|， (2, 4) 


dm me mn Dn 
其 中 as 人 一 1,2 .aa 汪 一 1,2,m) 表 示 第 ;个 方程 第 7 个 未 知 
量 z; 的 系数 . 这 样 ,高 斯 消 元 法 的 消 元 过 程 就 可 在 这 张 数 表 上 进 
行 操作 ,这 张 数 表 就 称 之 为 矩阵 . 
定 光 21 数 域 五 中 加 Xn 个 数 a (i 二 1 ,2 9037 一 1， 
2,… ,1) 排 成 太行 4 列 , 并 括 以 匣 括 强 ( 或 方 括 统 } 的 数 表 
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六 1 lz ln 
zl aa Rs 

{2.5) 
dm dm OO mn 


称 为 数 碟 五 上 的 mxz 斌 阵 , 通 常用 大 每 字母 记 做 各 或 入 xs* 有 
时 也 记 做 

A={a)o 人 2 12 
其 中 i, 称 为 矩阵 的 第 i 行 第 7 列 元 素 .， 当 su ER( 实 数 城 ) 时 ， 
各 称 为 实 矩阵 ; 当 a CC (复数 域 ) 时 ,A 称 次 复 息 阵 . 

zm 勾 天 个 元 素 全 为 零 的 筷 几 称 为 零 筷 灵 , 记 做 1. 

当 m=n 时 , 称 44 为 n 阶 矩 阵 ( 或 关 阶 方 阵 ). 

数 域 上 的 全 体 m Xn 和 矩 冉 组 成 的 集合 , 记 做 "或 
MxaCF) ;全 体 nXn 实 算 阵 ( 或 nn 阶 实 算 阵 ) 组 成 的 集合 , 记 做 
了 及" "或 1 (及 ). 

线性 方程 组 (2.37 对 应 的 矩阵 2. 4? 称 为 方程 (2. 3) 的 增 广 算 
阵 , 记 做 (4,5) ,其 中 由 未 知 元 系数 排 成 的 矩阵 4 称 为 线性 方程 组 


的 系数 筷 阵 . 
用 消 元 法 解 钱 性 方程 组 的 消 元 步骤 可 以 在 增 广 矩阵 上 实现 ， 
下 面 举例 说 明 . 
例 2 求解 线性 方程 组 
TI 一 人 rz 一 了 十 3z 一 一 11， 作 
2zi 一 2z 一 323 十 2 十 42 一 一 2， 思 
(C2. 6 
S71— x:— Xs 十 STs 二 一 3， 二 
Xx! 一 2 十 2 十 十 Bs 二 2, 地 
和 解 ”线性 方程 组 的 增 广 矩阵 为 
1 1-10 3:-1]) ©@ 
2 2 一 1 2 4i—2! 外 ， 
{总 ,bh) 一 3 _ 3 1 4 5 一 引 @ £2. 6 
1-1 i118: 2| @ 
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将 (2. 5) 中 方程 名 分别 来 (一 2), (一 3),( 一 1) 并 依次 加 到 方程 
全 , 命 , 久 上 .消去 后 三 个 方程 中 的 x; (此 时 也 消去 了 zx;} ,也 就 是 
将 (2. 6)' 答 阵 的 吕 行 分 别 乘 ( 一 2),( 一 3), (一 1 再 册 到 其 四 ,图 ， 
多 行 上 ,得 


1 一 1 一 ; 一 
图 十 四 x( 一 对 ) 0 3 1 1 出 

(一 3》 如 0 2 一 2 0 
(A OY, : ”名 
国 十 由 x( 一 1 0 0 2 4 —4: 0 名 


0 0 21 5i: 3 二 
这 个 矩阵 中 第 1,2 列 后 三 个 元 素 蕴 为 零 , 表 示 方 程 (2,6) 中 方程 
二 ,外 ,四 中 的 ,zz 均 已 消去 . 再 用 (一 2) 乘 此 矩阵 的 外行 加 到 
其 鳞 ,四 行 上 ,得 


1 -1 -1 0 3;-1 @ 
母 十 为 尖 (一 轨 0 0 1 2 一 2 0 @ 
合十 四 XX 全 2) 0 0 0 0 0 0 DH 
0 0 0 -3 9: 3 图 
1—1—10 3: 一目 ©@ 
Ox(-3) |o o 12-2 0 @ , 
一 5 |o 0 01—3-1l @ 人 


0 0 00 0 0 二 
其 中 ; 全 X( 一 173) 表 示 第 四 行 滋 (一 173) ;二 全 由 表示 第 井 , 出行 
对 换 位 置 . 

(2. 7) 式 中 的 阶梯 形 增 广 秆 阵 所 对 应 的 线性 方程 组 与 原 线性 
方程 组 是 同 解 的 . 为 了 在 求解 时 省 去 回民 的 步 邓 , 我 们 把 (2.7) 中 
每 行 第 一 个 非 零 元 所 在 列 的 其 余 元 素 全 化 为 零 , 即 

1 1 -10 3: 一 1 引 
@i@xco 0 0 10 4 2| 四 
0 0 01 -3i—1l| @ 
0 0 00 0i oj @ 
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i 一 1 0 9 ? ; 1 人 
四 十 包 站 0 1 0 4 2 (区 
> oo01 -3i-1 @ ‘20 
0 0 .00 0 0 [ey 
(2. 8) 式 矩阵 称 为 行 简化 阶 袖 矩阵 , 它 所 对 应 的 线性 方程 组 
了 1 一 于 2 十 zs 一 1， 
| Is 十 4 一 地， (2.8) 


x1 3xXs—=— 1 
与 原 线性 方程 组 同 解 . 这 里 是 3 个 方程 ,5 个 未 知 数 , 任 取 zs = 
&1 25 一 az 代 人 线性 方程 组 (2. 8) 可 唯一 地 解 得 对 庶 于 Ri Ra 的 
zivzazi* 有 从 而 得 到 满足 线性 方程 组 的 全 部 解 : zx! 二 1 十 一 7 ， 
Tok ,T=—2— gk 24 一 一 1 十 3ka yz 一 有 其 中 kl ;Ra 为 任意 党 
数 . 以 后 我 们 常 把 线性 方程 组 的 解 写 成 下 面 的 形式 
《FI Tit Ts Xs Ks) 
一 《1 -二 下 ?Es kis 2— dk, — 1 Sk Re). 
当 线 性 方程 组 2.3) 的 常数 项 二 Br 二 … 二 bw 一 0 时 ,我 们 称 
它 为 齐 次 线性 方程 组 ,否则 称 为 非 齐 次 线性 方程 组 ， 
齐 次 线性 方程 组 的 解法 与 例 2 一样， 如果 合 2 中 4 个 方程 的 
常数 项 全 为 零 ,其 解 为 
(Ta Ts 5 
一 【有 — kz, Ris — ks » BRe, ksd. 
例 3 解 线性 方程 组 
工 十 Xs 十 2 一 
| 工 十 2zr 一 5 一 人， 
2zi 十 3zy* 一 业 zy 一 3. 


十 个 X{ 一 ] 
多 十 地 -> 


1 1 1i1 
i 1 一 得; 
国 十 全 (一 科 9 6 1 
0 


1 —6i8 
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1 1 3 
on 1 
oc 0 oig 
10 7:0 
-2 |o 1 -5 1|， (2. 9) 
0 0 0:i2 


-其 中 第 三 行 0,0,0,2 所 表示 的 方程 Oz 二 TOx Cr = 2 显然 是 无 解 
的 , 故 原 线性 方程 组 无 解 . 这 是 由 于 线性 方程 组 中 第 三 个 方程 的 左 
端 等 于 前 两 个 方程 左 端 之 和 ,而 右 端 不 等 于 前 两 个 方程 右 端 之 和 ， 
这 表明 第 三 个 方程 与 前 两 个 方程 是 矛盾 的 , 即 满足 前 两 个 方程 的 解 
不 亲 能 满足 第 三 个 方程 ,这 种 含有 艺 盾 方程 而 无 解 的 方程 组 称 为 不 
相 容 方程 组 ， 有 解 竟 方 程 组 则 称 做 相 容 方程 组 . 例 1, 例 2 是 相 容 方 
释 组 , 例 2 在 消 元 过 程 中 其 增 广 和 矩阵 第 @ 行 出 下 全 零 行 ,是 由 于 方 
程 组 (2. 6} 中 方程 侈 等 于 (方程 人 @ 节 2 十 (方程 中 乘 ( 一 D))、 因此 , 满 
是 方程 中 ,名 的 解 都 满足 方程 名 ,所 以 方程 区 对 方程 组 (2.6) 求 解 是 
多 余 的 , 称 之 为 多 余 方 程 ， 在 高 斯 消 元 法 的 消 元 过 程 中 ,在 增 广 矩阵 
上 会 清楚 地 揭示 出 方程 组 中 的 多 宗方 程 和 矛盾 方程 

从 例 2. 例 3 可见, 对 一 般 的 线性 方程 组 (2. 3), 通 过 消 元 步 
又 ,其 增 户 证 阵 (2.4)? 可 化 为 如 (2.8),.(2.9) 式 那样 的 行 简化 阶梯 
阵 . 为 便于 讨论 ,不妨 假设 (2. 4) 化 为 如 下 的 行 简化 阶梯 矩阵 : 


CH 丰 Crp "Cln dl 
D ces ”日 certl Can dz 
0 0 2 Err Cirtl ”rn dd. 
(CAD) 一 一 一 ， 【2. 10) 
0 :0 0 + 0 di 
0 0 D0 明 0 0 
0 0 0 D 0 0 
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其 中 ,= 二 1,i2= 二 1 ;2 rr. 

《2,. 102 式 对 应 的 非 齐 钦 线 性 方程 组 与 线性 方程 组 (2. 3) 是 同 
解 方程 组 . 由 (2. 107 式 易 见 ,线性 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 是 
cu= 一 0 在 有 解 的 情况 下 ， 

ci) 当 r 一 元 时 ,有 了 瞧 一 解 x 二 ds 二 dy yy 一 cs 

《ii 当 r<<n 时 ,有 无 穷 多 解 ,求解 时 把 (2. 10) 式 中 每 行 第 一 
个 非 零 元 6 个 二 1,2,…,7) 所 在 列 对 应 的 未 知 量 ( 这 里 是 za， 
ZKz，…*9Xy) 取 次 基本 未 知 量 , 其 余 未 知 量 (这 里 是 >z-rl,zi+ra，…， 
zw) 取 为 自由 水 知 量 , 并 令 自 由 未 知 量 依次 取 和 任意 常数 & ,ke ，*…， 
& 将 它们 代 人 (2. 10) 式 所 对 应 的 线性 方程 组 , 即 可 解 得 


1 一 di Crp CO— Cnn 
Za 一 da — Cortikit 一 一 人 sr 
光一 {2,11) 
Tr = 上 1 ， 
Xs 一 Ry rs 
其 中 如 ,a，… 5 上- 为 耳 相 独立 的 任意 常数 ,这 就 是 线性 方程 组 的 
全 部 解 . 
齐 次 线性 方程 组 总 是 有 解 的 ,这 是 因为 (2. 3 中 六 一 严 二 人 … 一 
了 一 0 从 而 (2.10) 中 而 一 一 不 = 人 一 0 当 r 一 n 时 ,只 有 零 
解 ; 即 Ee 一 当 rn 时 ,有 无 穷 凶 和解 ， 其 解 是 


(2,.11) 式 中 必 二 di 二 二 d= 二 0 的 情形 . 

如 果 齐 次 组 性 方程 组 中 方程 个 数 mr 小 于 未 知 量 个 数 n, 则 必 
有 无 穷 多 个 非 零 解 . 

最 后 还 需 指 出 : 用 不 同 的 销 元 步骤 ,将 增 广 矩阵 化 为 阶梯 矩 
阵 时 , 航 简 矩 阵 的 形式 不 是 唯一 的 ,但 阶梯 矩阵 的 非 零 行 的 行 数 是 
唯一 确定 的 , 当 线 性 方程 组 有 有 解 时 ,这 表明 解 中 任意 常数 的 个 数 是 
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相同 的 ,但 解 的 表示 起 不 是 唯一 的 ,然而 每 一 种 解 的 表示 式 中 包含 
的 无 穷 儿 个 解 的 集合 又 是 相等 的 . 这 些 重要 的 结论 , 待 研究 了 扼 
阵 的 牧 和 向 量 的 线性 相关 性 的 理论 ,才能 给 以 严格 的 论证 ， 


2.2 和 矩阵 的 加 法 ”数量 乘法 ”乘法 


在 前 一 节 中 ,我们 已 经 初步 看 到 用 托 阵 表示 线性 方程 组 ,对 其 
用 消 元 法 求解 是 比较 方便 的 ， 以 后 我 们 将 通过 对 矩阵 的 进一步 研 
究 , 来 揭示 线性 方程 组 的 解 的 理论 . 

矩阵 不 仅 对 研究 线性 方程 组 的 问题 是 重要 的 ,而 且 研 究 线 性 
代数 的 各 种 基本 问题 都 离 不 开 和 矩阵 .此 外 ,很 多 实际 问题 的 研究 
都 讲 使 用 矩阵 前 工具 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 第 ? 章 中 的 一 些 应 用 
问题 ， 

矩阵 前 加 法 ,数量 习 法 和 乘法 是 矩阵 最 基本 的 运算 . 为 要 讨 
论 卸 阵 前 运算 ,首先 要 对 两 个 矩阵 相等 给 以 定义 . 

定 兴 22 如果 两 个 算 阵 站 二 (aj,} 和 B 二 (5;) 的 行 数 和 列 数 
分 别 相等 , 且 各 对 应 元 素 也 相等 , 即 ec 一 如 (i 二 1,2," ,mj 一 
IT,2,… 2) ;就 称 丰 和 B 相等 , 记 作 A 二 B. 

由 定义 可 策 ,两 个 嘎 Xr 第 阵 焰 成 一 个 矩阵 等 式 , 等 价 于 关头 
?个 元 素 {( 数 ?的 等 式 , 例 如 由 

r+ 1 —8 3 一 ] z 
( y 小 - ( 2 小 
立即 二 得 rz 一 3 一 2z 一 一 8&. 

读者 必须 注意 ,矩阵 与 行列 式 的 本 质 区 别 , 行 列 式 是 一 个 算 
起 ,一 个 数字 行列 趟 经 过 计算 可 求 得 其 值 , 而 矩阵 仅仅 是 一 个 数 
表 , 它 的 行 数 和 列 数 也 可 以 不 同 . 对 于 nn 阶 方 阵 , 虽 然 有 时 也 要 算 
它 的 行列 式 ( 记 作 |4| 或 deud) ,但 是 方 阵 起 和 方 阵 和 4 的 行列 式 是 
不 同 的 概念 , 当 detda 一 0( 此 时 和 不 一 定 为 零 和 撼 阵 ? 时 , 称 上 为 奇异 
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和 矩阵; 当 det4 尖 0 时 , 称 和 4 为 非 奇异 矩阵 - 


2.2.1 和 矩阵 的 加 法 
定 兴 2.3 设 A= 二 ia} 和 8B 一 (6,)EF"*", 规 定 


all 十 #11 1 -二 bs 本 ly 十 可 
b :十 #8 “* a 二 ba 

A+B= (av 十 名) 一 om To mt Po om ft bm | 
人 ml 十 六 ae 十 有 ea oo ame 二 bm 

(2, 12) 


并 称 委 十 B 为 4 与 B 之 和 和 ， 

必须 注意 : 只 有 行 数 相同 , 列 数 也 相同 的 矩阵 ( 即 同 型 矩阵 》 
才能 相 加 , 且 同 型 矩阵 之 各 仍 是 同型 扎 阵 . 

根据 定义 ,不 难 验证 矩阵 的 加 法 满足 以 下 运算 律 : 

(0 交换 律 : 4 十 8==B 十 A; 

fi) 结合 律 : (和 4 十 B) 十 C=A 十 (B 十 00); 

ciiiy 零 息 阵 满 足 : 4 十 0 一 ,其 中 0 是 与 4 同型 的 零 矩 阵 ; 

(iv 存在 矩阵 { 一 4) 满 足 上 4 十 (一 和) 一 人 ,此 时 ,如 亲人 和 一 
fa yan 则 (一 4) = 一 (一 ay yxx 即 生 中 每 个 元 素 都 乘 一 1) ,并 称 
(一 4) 为 和 的 负 算 阵 . 

进而 我 们 定义 矩阵 的 减法 

各 一 且 一 和 十 (一 各 )， 


2.2.2 矩阵 的 数量 乘法 (简称 数 邓 } 
定义 2.4 设 肯 是 数 域 FF 中 的 任意 一 个 数 ,A4 一 (a; ) EP"™"， 
规定 
ka Ra i kA, 


ka;: ga "a 
A= ka)= | ,YY "2.13) 


kal Rams 机 由 Cnn 
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并 称 这 个 矩阵 为 上 与 4 的 数量 乘积 . 

要 注意 : 数 上 乘 一 个 矩阵 4 ,需要 把 数 乘 征 阵 4 的 每 一 个 
元 素 , 这 与 行列 式 的 人 性质 34i) 是 不 同 的 . 

设 1 是 数 域 下 中 的 数 , 和 矩阵 的 数量 乘法 满足 以 下 运算 律 

《1 是 一 及 

《1 (ERDAS—ACA); 

【iD ( 吓 十 2) 六 一 瑟 太 十 1 及 ; 

(iv) 有 总 十 吾 ) 一 上 二 十 天 本. 


2.2.3 ”和 矩阵 的 绞 法 


矩阵 乘法 的 定义 ,是 从 研究 n 维 庙 量 空间 的 线性 变换 的 需要 
而 规定 的 一 种 独特 的 乘法 运算 ,矩阵 运算 中 所 具有 的 特殊 规律 , 主 
要 产生 于 矩阵 的 乘法 运算 . 

定义 2.5 设 上 是 一 个 如 和 关 拭 阵 , 召 是 一 个 zxX 拭 阵 , 即 


人 1 好 12 ln bl bz bs 

好 31 Hr2 ?pn Bay Pa pb, 
六 一 本 和 B 一 

dm Cn ba pa pb, 


则 下 与 8 之 对 积 4B( 记 作 C=(e,,) 是 一 个 mXs 和 矩阵; 且 
Gr CO anb, 十 ba, 十 -十 ta ny 汪 Slab. 【2. 14» 
即 矩阵 C==A&8 的 第 i 行 第 7 列 元 束 c; ,是 和 的 第 ; 行 # 个 元 素 与 
8B 的 第 7 列 相应 的 =” 个 元 素 分别 相 到 的 乘积 之 和 、， 
必须 注意 ; 两 个 矩阵 4 与 且 的 乘积 4B8 有 意义 (或 说 可 乘 )， 
要 求生 的 列 数 等 于 吾 的 行 数 ,否则 和 与 召 不 可 乘 . 
例 1 设 


52 第 2 章 嫩 阵 


1 2 —1 5 6 
各 一 | 一 1 3 4 |， B= |] 一 3 一 
1 1 1 6 0 


计算 A8. 
解 48 是 3X2 和 托 阵 , 避 


1 .5 十 2 《一 5 十 4] 1.6 十 2， (一 6) 十 0 
AB= (一 1) 5 十 3 一 人 二 46 (一 有 6 十 3。《 人 一 全 十 9 
5 十 { 一 5) 十 6 在 十 《一 6 十 虽 
一 IT 一 6 
一 4 一 24|， 
6 0 


例 2 设 和 A 如 分 别 是 xnX1 和 1xw 知 隆 , 且 


此 ] 


及 一 | |， 吾 一 人， 
A 
计算 4B 和 BBA， 
解 
4 a abs ' ab, 
A 二 %? (bi ,bs by) = 2 a 本 ob 
mn ua. cbs cb 
I 
Lt 


BA= Cp sp; rl, .| 二 bp.ai 十 brs 十 … 十 ban. 


[a 


和 


4 有 是 z 阶 矩 阵 ,B4 是 1 阶 秆 阵 ( 运 算 的 最 后 结果 为 1 阶 和 矩阵 时 ， 
可 以 把 它 与 数 等 同 看 符 ,不 必 加 纺 阵 符号 ,但 是 ,在 运算 过 程 中 ,一 
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般 不 能 把 1 阶 征 阵 看 成 效 )- 
例 3 设 


a fe bs —# 一 二 1 

4 一 ( = (» 小 “一 ( 1 _1) 

计算 48;AC 和 BA. 
0 0 2ab 2ab 

解 4B 一 4C 一 ( 路 B4 一 [35 yp) 

关于 矩阵 的 乘法 运算 ,从 例 1,2,3 可 见 , 它 有 3 个 重要 的 
结论 ， 
(1) 乍 阵 的 乘法 不 满足 交换 律 . 
在 例 1 中 ,BA4 不 可 乘 ;在 例 2 中 48 与 B4 不 是 局 型 矩阵 ;在 
例 3 中 48B 与 B4 昌都 是 2 阶 和 矩阵 ,但 不 相等 . 

垂 阵 匀 法 不 满足 交换 律 ,并 不 等 于 说 对 任意 的 两 个 矩阵 4 与 
如 , 必 有 有 AB 了 8A. 例如 , 若 


就 有 


当 #4B 了 BA4 时 , 称 4B 木 可 交 撞 (到 丰 与 B 不 可 交换 ), 当 
4 一 54 时 , 称 4B 可 交换 (或 和 与 BB 可 交换 }. 读者 不 难 证 明 , 井 
AB=BA4, 则 4,B 必 是 同 阶 方 阵 . 

{2) 由 征 阵 乘积 4 瑟 一 0( 零 矩阵 ) ,不 能 推出 和 40 或 B 二 0 等 
价 地 说 : 44 隆 0 且 B 关 0, 有 可 能 使 AB 一 0. 

这 相对 于 数 的 乘法 是 一 个 奇特 的 现象 . 但 读者 不 难 理解 : 如 
果 以 让 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 , 则 将 非 零 解 按 列 
排 成 的 矩阵 下 ,就 必 有 4 下 一 小 

当 和 天 且 吾 天 时 ,有 48 一 0, 我 们 称 吾 是 4 的 右 零 因子 ,4 
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是 BB 的 左 零 因子 . 所 以 这 个 结论 也 可 以 说 ;有 些 非 零 什 阵 存 在 非 
零 种 阵 作为 其 左 . 右 零 双子 ， 册 和 例 3 可 见 ,B,C 都 是 丰 的 右 零 因 
子 ， 一般 地, 如果 太 有 非 替 的 零 因 子 , 则 其 堆 因 子 不 是 瞧 一 的 . 

(3) 乞 阵 乘法 不 满足 消去 律 , 即 克隆 0 时 ,由 B=AC ,不 能 推 
出 B=C. 这 是 由 结论 2) 所 决定 的 ,因为 

AB = AC—>AB— AC = 02A(B— C0} = 0, 

此 时 不 能 推出 8 一 C0, 即 8 二 C(x 处 用 了 后 面 的 左 分 配 律 )， 

如 例 3,4 季 一 4 但 有 3 天 CC 当 6 天 一 1 时 ). 

但 是 读者 以 后 会 理解 , 当 4 为 非 奇异 筷 阵 ,即行 列 式 141 天 0 
时 : 若 AB 二 0, 央 必 有 B= 一 0; 若 A4B= 二 AC, 则 必 有 8 二 CC 也 就 是 
说 , 当 有 为 非 奇 异 短 降 时 , 短 阵 习 法 就 没有 区 唱 于 数 的 莉 法 的 上 
述 {2), (3) 的 奇异 现象 ， 丽 行列 式 等 于 0 的 奇异 第 阵 均 有 (23 13) 
的 奇异 现 银 . 

算 阵 乘法 不 满足 交换 律 和 消去 律 , 是 此 阵 嫌 法 区 别 于 数 的 冬 
法 的 重要 特点 ,但 是 短 阵 莱 法 与 数 的 乘法 也 有 相同 或 相似 的 运算 
律 , 即 邱 阵 乘法 满足 下 列 运算 律 : 

(i) 结合 律 CAB)C=ACBC); 

(i) 数 莱 结 合 律 XCAB) 二 (kA)B 二 AtkB) ,其 中 让 是 数 ， 

《iiiy 左 分 配 律 ALB 十 0) 一 4B 十 AC; 

右 芬 配 律 (B 十 C0).4 一 BA 十 CA. 

证 (i) 设 是 Xn 矩阵 ,8 是 nXp 算 阵 ,C 是 pXs 矩阵 ， 
则 CAB)C 和 ACBC) 均 是 mXs 短 泗 、 下 面 证 它们 的 第 i 行 第 7 列 
元 素 0 一 1,2 .2437 一 1,2,-…，,s.) 都 是 相同 的 . 


产 看 加 

C(tAB OD 一 之 (AB) CL 一 >) ( 他 aaba Yes, 
和 | 
户 妇 四 p 
一 2 2 bu )= 人 (Zarbnen) 

= 一 上 二 
De (Does )= yo BC),, 
二 = 1=1 
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= (A(BCY),,. 

《ii 和 《ii 的 证 明和 留 给 读者 作为 练习 . 

下 面 介绍 几 个 重要 的 特殊 矩阵 及 其 乘法 运算 . 

定 光 2.56 主 对 角 元 全 为 1, 其 余 元 素 全 为 零 的 有 阶 和 矩 阵 , 称 
为 nn 阶 单位 矩阵 (简称 单位 阵 ), 记 作 或 了 或 EE; 主 对 外 元 全 为 
非 零 数 & 上 ,其 余 元 素 全 为 零 的 ” 阶 矩 阵 , 称 为 了 阶 数 量 算 阵 . 记 作 
kIT, 或 kIT 或 &E. 即 

1 问 


所 二 - ， 二 . (天 0 


1 } va 天 xn 

因为 荆 4。x。 一 点 -xs 邓 xs 了 一 上 ax 可见 ,单位 矩阵 在 矩阵 乘法 中 
的 作用 与 数 1 在 吉 的 乘法 中 的 作用 是 类 似 的 . 

又 因为 

(RDA = kITA) = kA; ACI) = ECAT) = 4, 

故 数 量 矩 阵 好 腾 矩 阵 4 等 于 数 上 乘 和 矩阵 入 , 且 有 阶 数量 矩阵 站 
与 任意 的 n 阶 械 阵 A& 可 交换 ,此 外 也 可 雇 证 明 { 留 给 读者 作为 练 
习 ); 与 任意 的 = 阶 算 阵 可 交换 的 矩阵 必 是 2 阶 数量 失 量 . 

定 久 27 非 主 对 角 元 皆 为 零 的 n 阶 炬 阵 称 为 a 阶 对 角 和 矩阵 
简称 对 角 阵 ) , 记 作 4 , 即 


be 


Wn 
或 记 作 diagfal rar av)。 
对 角 阵 A 左 乘 4 等 于 a,(i 二 1,…,n) 冬 有 中 第 i 行 的 每 个 元 
素 ;对 角 阵 A 右 乘 4 等 于 a 人 i 一 1,…;n) 莱 A 中 第 i 列 的 每 个 元 
未. 即 
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Hl dtl ls "* A Hd] dd12 此 1 ULs 
a 经 21 如 2 Ua drtlal 2d22 adn 
pn 一 a 时 
1 2 : 
| in 旭 a1 本 ae ns nl ns ntl ns 
A dl2 好 1 ] dl [7 Hn! 
dal 22 an az 三 1 区 21 Urd2s 在 :位 3m 
一 了 
ml mz mn | Dn Um rim nr 
六 1 a abi 
[re bs Aare 
a 由。 asb, 


定义 .8 nn 阶 短 阵 有 A 二 (4)axn' 当 i127 时 ,a 一 0 人 (7 一 1 ， 
2 一 1) 的 年 阵 称 为 上 三 角 矩 阵 ; 当 1< 时 .as 一 0 人 一 2， 
3,… ,2 的 下 阵 称 为 下 三 角 矩 阵 ， 
例 4 证 明 : 两 个 上 三 角 和 矩阵 的 溢 积 仍 是 上 三 角 扯 阵 . 


出 4 下 一 


ln bu bs 

Kan baz 
» B= 

nn 

C= 《Ce nx 


pi 


nm ml EE 
当 了 时 ， CE 一 Sab 一 人 > aubs 十 Sanby 3 由 于 总 是 上 三 
让 k=1 上 一 了 


角 短 阵 ,所 以 式 中 右 端 第 一 个 和 式 中 a 一 0(& 一 1,2， 


一 5 同 


理 , 上 式 右 端 第 二 个 和 式 中 ;一 00 二 ii 十 1,… 它们 都 大 于 
门 ， 国 此 , 当 了 这 时 , 恒 有 es 一 0, 帮 忆 是 上 三 角 和 矩阵 - 
同样 可 证 ,两 个 下 三 角 矩阵 的 科 积 仍 是 下 三 角 算 阵 . 
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定义 了 矩阵 的 乘法 ,我们 可 以 将 钱 性 方程 组 简洁 地 表示 成 
个 矩阵 等 式 . 
设 线性 方程 组 
Qu 十 aXy 二 :二 din 二 后 ， 


dz Tl GT 二 dunt, 一 Pr 


(2, 15) 
dn Tl tnr Ts dma Tt, = Hm. 
由 于 方程 组 中 第 i 个 方程 可 以 表示 为 
Tl 
区 和 
CA sia sn) , 一 而， i ] ,2 7 
Tn 
因此 线性 方程 组 (2. 15) 可 以 表示 成 
li Rl YY ln Tl bl 
dal 站 ga fen 本 者 bs 
tintl Hm 1 mn Tn 五。 
记 
Hl lz ”人 1 Tl bl 
a “2 ""° 人 ， 并 二 2 ，b 二 be | 
Hm Amr "ime Tn Dn, , 
(2. 1587 


则 线性 方程 组 (2. 15) 可 以 简洁 地 表示 成 下 列 矩 阵 等 式 
圳 工 一 5 《2. 17》 
并 称 矩 阵 4 为 钱 性 方程 组 (2. 15) 的 系数 矩阵 , 
下 面 讨论 商 个 方 阵 的 乘积 的 行列 式 . 
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定理 2.1 设 A,;B8 是 两 个 n 阶 矩 阵 , 则 葬 积 AB 的 行列 式 等 
于 4 和 如 的 行列 式 的 乘积 , 即 
IAB|=|A1IBI. 
证 设 和 二 tai) ix "县 一 (px 利用 第 1 章 1.2 节 例 9 的 结 
果 , 有 


Ql Qs a 0 
[el 他 328 Man oO 
nl nL 站 sw 0 0 0 
|#11B|= 
1 性 ra [| bi a bl 
人 D 一 1  :， 站 Ba Bae 7 bon 
0 0 一 上 1 dz Mi [i | 


将 第 nn 十 1 行 生 au 加 到 第 一 行 ,第 年 十 人 行 恒 az 加 到 第 一 行 ,…， 
第 22 行 乘 a 加 到 第 一 行 , 即 得 


0 心 性 Cll Cr Cln 

A 如 2 如 za 0 | | 

nl 三 az Han 9 0 0 

la| IB| 一 

1 D D By bs hn 

站 一 1 和 Per Bee bz, 

0 : 
0 0 一 ] Bb bs La 


其 中 
a 一 ou anbs 十 二 abni = Dyanbu — 12 1). 
Fo 


外 ca ce yc 是 AB 的 第 一 行 ,仿照 上 述 步 又 ;将 行列 式 中 ls 
ar 3 ston ra ra ,amw 全 消 为 每 时 ;就 得 到 


2.2 蝶 阵 的 加 法 数量 乘法 科 法 59 


0 0 AB| AB 0 
I4B| 二 一 一 (一 1)* 
一 工 B -I BB B 一 了 
一 《一 1)7 AB||— ,|= 1) |AB) (—1)" 
一 ABI|. LJ 


定理 2. 1 应 用 很 广 ,; 下 面 举 两 个 应 用 的 例子 . 
a Hp 一 5 一丝 


“ 例 5 设 4 一 ， 


d ec b a 

计算 Cdeta) 和 det4( 即 |&|* 和 |4|)， 

解 将 4 中 行列 互 换 所 得 年 阵 记 成 4 ,中 
a 6 C a 
一 加 a dd —e¢ 
一 5 一世 cr bi 
—d C —& a | 

由 于 14 |= 一 1&1 ,所 以 
4:=|AllA'|= 4 "| 


AT = 


a 0 0 0 

0 二 二 十 0 0 

一 g 0 十 闻 十 5 十 0 
6 0 0 o2 十 让 十 愤 十 中 


= 《ea 十 于 十 后 十 二 
因此 | 息 |= 士 (a 十 六 十 十 .但 丰 的 主 对 角 克 全 是 a ,行列 式 
141 中 的 a' 项 的 符号 为 “十 ”, 故 
| 和 | 一 《和 十 瑟 十 疆 十 呈 和 于. 
例 6 设 
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dl 位 色 ly (An AAsl 上 
站 二 避 21 。 斌 总 Han ， "二 [A es 2 ， 
nl rs 二 型 | nn 网 A A 于 
(2.18) 


其 中 4 是 行列 式 141| 中 元 到 ar 的 代数 余子 式 . 
证 明 : 当 |&| 了 0 时 ,|4* | 一 | 和 | ， 
证 设 44* = 一 C 一 tc,,); 其 中 
Cy = jn Gris Ti 


IAl: 当 7=i .. 
~ 当 『 1 
1 和 | 
, | 站 | 
于 是 44 = . =|4| I, (2.19) 
| 夸 | 
因此 | 1 1 二 144 "| 三 起 1. 
由 于 | 四 | 关 0, 故 1A" | 二 4#1"'， .| 


最 后 ,我 们 定义 方 阵 的 矫 和 方 阵 的 多 项 式 ，、 
定义 2.9 设 和 4 是 za 阶 算 阵 , 个 和 的 连 乘 积 称 为 A 的 点 次 
寡 , 记 作 条 4 中 


六 :二 入 六 六. 
一 一 一 一 


让 
由 定义 可 以 证 明 : 当 mm, 上 为 正 整 数 时 ,有 
六 (2. 20) 
(A) (C2. 21) 
当 有 A&B 不 可 交换 时 , (4B)* 关 A:B!; 当 AB 可 交换 时 , (AB)* 二 
点 如 “一 下 4 ,但 其 逆 不 真 . 
定 灾 2.10 设 了 Cr 一 ar! 十 i_iT 1 十 十 dX 十 ao 是 工 的 
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友 次 才 项 式 , 和 是 ” 阶 和 矩阵 , 则 
fA) 二 and 十 a i 六 十 一 十 六 十 aol， 
称 为 矩阵 入 的 下 次 多 项 式 ( 注 意 常数 项 应 变 为 ao 也. 
由 定义 容易 证 明 , 若 六 zygCz) 为 密 项 式 ,4, 有 和 缘 是 半 阶 抵 
阵 . 则 
FA ECA) 一 REJFCA). 
但 当 A&B 不 可 交换 时 ,一 般 FA)gE(BD) 天 EBD) FA 例如 
(4 十 六 一 281( 一 下 一 《和 一 号 (43 十 六 一 2 了) 
一 各 一 3 六 十 2T， 
(A 十 BC 一 B) 一 4: 一 AB 十 BA 一 由 (了 冯 记 一 B?) 
天 并 :一 下 4 十 半生 一 各: 一 (4 一 入 ( 人 十 吾 )， 
(站 十 B)? 一 (入 十 B}( 和 4 十 BB) 
二 六 十 六 户 十 BA 十 BB 关 太 :十 24B 十 类 . 
由 于 数量 害 阵 和 与 任意 方 阵 可 交换 ,下 式 可 接 二 项 式 定理 
展开 
(站 十 0" 一 A" 十 CAA" 十 CA 六 "十 一 十 Cr "六 十 A 
还 要 注意 : 对 于 mrXn 和 类 阵 息 , 当 m 关 nr 时 ,4 没有 意义 . 
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定 2.31 把 一 个 关 X2 扎 阵 


11 12 ln 

1 drs 证 3 
各 一 。 

ml m2 ee* 全 加 上 


的 行列 互 换 得 到 的 一 个 nxm 矩阵 , 称 之 为 丰 的 转 置 矩 阵 , 记 作 
A447 或 成 , 即 
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1 2 Tm] 
Hs 应 2 ma 
站 一 
2 
: 
Hn Han 机 ms 


由 定义 可 知 , 如 果 记 AA= (Ca) mn! 二 (a ),xmn; 则 
4 一 et 一 下 2 2 
矩阵 的 转 置 运算 满足 以 下 运算 规律 ; 
(Ci) (47)T 二 六; 
(iD CATTB)' =A +B; 
《iii (有) 一 上 T(E 是 数 )， 
(iv) AB) —B'A. 
规则 0 ,0D.,(iiD 是 显 热 成 立 的 ,下 面 证 明 (iy). 设 
A= Ca dnsB = Cb dT = Ga) ,ns BT = Ch ) ,yo. 
于 是 (AB)7 与 下 :47 都 是 ;Xm 矩 阵 , 再 根据 
a = tijs a = #;,. 
得 
(BTAT), = Votal, 一 ae 一 《4 且 ) = (AB)', 
PE | 
于 一 上 25 = 1 2," ,In. 
套 (48)" 一 BTA'. 国 
由 (iv) ,用 数学 好 缚 法 可 证 ( 癌 A2… 和) 7 一 A AY AT. 
定 兴 212 设 


dnl Hn dn 
是 一 个 nn 阶 和 矩 阵 , 如 果 ao 一 ct 一 1 2 0): 风 称 入 为 对 称 矩 
阵 ; 如果 a,j 二 一 a (i 二 1,2,……,n); 则 称 丰 为 反对 称 矩 阵 , 
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对 于 反对 称 矩 阵 盘 ,由 于 上 一 一 如一 1 2 所 以 其 主 
对 角 元 a,, 全 为 堆 . 
根据 定义 2. 11 和 和 定义 2.12, 容 易 证 明 ，; 
生 为 对 称 矩 阵 的 充 要 条 性 是 47 一 4; 
及 为 民 对 称 矩 阵 的 充 要 茶 件 是 4 "= 二 一 A. 
例 1 设 B 是 一 个 mxn 盾 阵 , 则 BB 和 BB8' 都 是 对 称 矩 阵 . 
因为 下 下 是 = 阶 和 矩阵 , 且 
(BB) = 在 (有 7 = BB. 
同 理 B88" 是 m 阶 对 称 撼 阵 . 
例 2 设 和 起 是 nn 阶 反对 称 短 阵 ,B 是 a 阶 对 称 短 阵 , 则 A&B 十 
BA4 是 nn 阶 反 对 称 和 矩阵 . 这 是 因为 
(AB+BA) Tm (AB)' (BA) — BTAT +ATHT 
一 Blt—A)T| (4)BSo=— (4B+ BA). 
必须 注意 ,对 称 和 矩阵 的 乘积 不 一 定 是 对 称 和 矩阵 . 容易 证 明 : 
车 六 与 B 均 为 对 称 矩 阵 , 则 AB 对 称 的 充 要 条 件 是 AB 可 交换 . 
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和 矩阵 的 运算 中 ,定义 了 加 法 和 负 和 矩阵 ,就 可 以 定义 知 降 的 碱 
法 ,那么 定义 了 矩阵 的 屠 法 ,是 否 可 定义 矩阵 的 除法 呢 ? 和 由 于 和 矩阵 
乘法 不 满足 交换 律 , 因 此 我 们 不 能 一 般 地 定义 矩阵 的 除法 . 大 家 


知道 ,在 数 的 运算 中 , 当 数 4 隆 0 时 ,aa ' 二 a 'a 二 1, 这 里 a 二 二 


称 为 a 的 倒数 (或 称 a 的 递 ) ;在 矩阵 的 冬 法 运算 中 ,单位 生 阵 了 相 
当 于 数 的 乘 法 运算 中 的 1, 那 么 ,对 于 一 个 矩阵 上 4, 是 否 存 在 一 个 
矩阵 4 -1 ,使 得 44-'1 一 4A“!14 二 1 呢 ? 如 果 存 在 这 样 的 矩阵 ~!， 
就 称 4 是 可 道 惩 阵 , 并 称 4 :是 和 的 道 矩阵 .下面 给 出 可 逆 和 矩阵 
及 其 赣 和 矩阵 的 定义 ,并 讨论 插 阵 可 道 的 条 件 及 求 逆 矩阵 的 方法 . 
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AB = BA=1, {2. 22) 

就 称 4 为 可 逆 和 矩阵 (简称 4 可 逆 ), 并 称 召 是 4 的 遂 和 矩阵 , 记 作 
和- 好 各 -1 一 旺 

由 定 尽 可 知 , 可 道 矩 阵 及 其 赣 短 阵 是 同 阴 方 阵 . 由 于 (2. 22) 
式 中 ,4 与 吾 的 地 位 是 平等 的 ,所 以 也 可 称 4 是 B 的 赣 守 阵 . 

由 定义 2. 13 立 妈 可知, 单位 阵 了 的 道 知 阵 是 其 自身 . 

定理 2.2 车 4 是 可 道 短 几 , 则 有 4 的 道 第 阵 是 瞧 一 的 . 

证 设 B 和 部 是 和 4 的 首 矩阵 , 则 由 

AB= BA=I, AC-CA=I, 


可 得 B=IB= (CAB= CAB) =CI=C, 
故 外 的 道 第 阵 是 礁 一 的 . 国 
下 面 讨论 邱 阵 4 可 道 前 充分 几 要 条 件 . 


如 果 上 各 尊 着 ,由 52.223 式 可 知 : | 和 | 县 | 一 | 一 1 于 是 ,4 委 
0, 因 此 141 关 0 是 各 可 着 的 必要 条 件 ，]4| 夭 0 也 是 4 可 道 的 充分 
大 件 , 为 了 证 明 这 个 结论 ,我 们 引进 和 的 伴随 定 阵 (adjoint 
matrix) 的 概念 ， 

定义 14 设 n 阶 矩 阵 丰 一 Ca),x,: 太 ,是 行列 式 detd 中 元 
素 a, 的 代数 余子 式 , 我 们 称 

cofA = CA Yoxn 

为 4 的 代数 余子 式 短 阵 , 并 称 cofh 的 转 置 窍 阵 为 4 的 伴 国 和 矩 孟 ， 
记 作 adj 委 或 起 ”, 即 


iAY A 2 A 

Pe CeofAYT | 4 Azs 7 A 
一 《CC 一 , ，|. 
A 贞 。。 wi 六 


在 2.2 节 的 例 6 中 已 经 证 明了 六 4 二 41f( 见 (2.19) 式 ), 同 
理 可 证 ,4' 4 一 14 于 是 
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4 一 和 一 人 (2. 23) 
当 | 有 | 关 0 时 ,由 <2.23) 式 可 得 
1 ,， 1 ， ， 
A( TT4 )= (#4 )4 = 《2. 24) 
故 当 | 入 | 关 0 时 ,为 可 首 , 且 
_ 1 
4- 一 一 和， 2, 25 
加 (2.25) 


综 上 所 述 ,我们 得 到 下 答 的 定理 . 
定理 23 第 阵 4 可 道 的 充分 必要 条 件 是 14| 关 0: 且 
1 
IA| 
推论 车 息 ,8 都 是 wn 阶 答 阵 ,上 且 48=1, 则 BA 二 了 即 太 ,8B 和 给 
可 道 , 且 4,B 互 为 逆 算 阵 . 
证 由 A8B8 二 了 I, 得 14|1|B| 二 1.1#4| 关 0,|18| 关 0; 根 据 定 理 
2.3, 丰 , 遇 和 皆 林道 ,于 是 ， 
AB 一 I—AABA — A IA=BA=I. | 
由 定 理 2.3 立 即 可 得 ,对 角 降 和 上 于 5 下) 三 角 和 矩阵 可 逆 的 充 要 
条 御 是 它们 的 主 对 角 元 el yasz ya 全 不 为 雷 . 
定理 2. 3 不 仅 给 出 了 4 可 首 的 充 要 和 条件, 而 且 握 供 了 求 4 
的 一 种 方法 . 以 后 我 们 还 将 介绍 男 一 种 常用 的 求 4 一 的 方法 . 定 
理 2.3 的 推论 告诉 我 们 ,判断 吾 是 否 为 4 的 道 ,只 需 验 证 48 一 I 
或 BA ==f 的 一 个 等 式 成 立即 可 . 
可 道 矩 阵 满 足以 下 运算 规律 (下 设 同 阶 方 阵 4, 昌 皆 可 逆 , 数 


0) : 
(D (4 一 和 (ii CEAY 1 一 上 和 1 
(iiiy AB) =B A ; (iv) (4) (A) ; 
{v) detf4a 1 二 ]/det#4， 即 |4 | 三 14 


我 们 羽 证 明 后 三 条 运算 规律 (前 两 条 运算 规律 的 证 明 , 外 给 读 
者 作为 练习 ). 
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因为 14 呈 | 一 |41| 且 | 关 0, 所 以 航 下 可 道 , 又 
(AB)(B A) — A(BB YA 一 各 TI4- = AAA.'=1, 
故 (48)"'= 二 B14'. 运算 规律 (iii}) 可 推广 到 多 个 可 道 矩 阵 的 习 
积 ， 妓 若 ET 崩 可 道 , 由 
(4 A 
因为 ”147| 一 14 天 0 所 以 生 可 诞 , 又 
(44-)7T 一 二 即 (4 TAT = 1 
故 CT 一 C 和 六 1)7， 
因为 4&7 1! 二 工 所 以 1 站 il | 二 1; 即 141 关 0, 因 此 


11 一 1 
[A471= = 


必须 注意 ,4, 吾 恬 可 道 ,和 一旦 不 一 定 可 闭 , 即 使 4 十 呈 可 首 ， 
一 般 地 ,( 和 4 十 B) "1! 关 态 ' 十 BB ,例如 对 角 阵 
A = diagt2, — 1),， B=1,;, C= diagtl,2) 
均 可 道 ,但 A 十 B= 二 diag(3,0) 不 可 递 , 而 A 十 C= diag(3,14) 了 林道 ， 
其 道 
(4 十 -一 diag( 计 ,1) 天 4- Ce- 一 diag (这 一 去 让 
谢 1 下 列 答 阵 4, 互 是 其 可 族 ?9 若 可 闭 , 求 其 道 捉 阵 ， 其 中 


3 2 1 pb 
各 一 |1 1 1|, B= bz 
i 0 1 bs 
解 14| 一 2, 故 4 可 道 . 记 4=(a)axa* 各 元 素 的 代数 余子 
式 分 别 为 
| Hi 
六 |1 一 一 1， 六 ls 二 一 0 ,有 A 一 一 一 工 
0 1 1 1 1 0 
2 1 3 1 3 2 
A || = 2,4s = | [=2, As -| 中 -2 


| | = 2 As = | := 1 
1 1 1 1 
故 
1 -2 1 
4 = TI4 一 到 0 ”一 ?|. 
-1 2 1 
181 = 二 6 bb 沽 0 时 ,B 可 送 , 其 道 算 阵 仍 为 对 仙 短 隆 , 且 
li/b 
吾 -1 一 lb 
lbs 


求 逆 的 运算 容易 出 错 , 所 以 求 得 4 ' 后 ,应 验证 4&4 二 工 以 
保证 结果 是 正确 的 . 


例 2 设 让 二 Hl dl2 
dal 2 
的 行列 式 det4 一 Gu azz 一 Qlz42l 一 吉 天 0 :; 则 其 道 和 矩阵 
加 1 1 ds dl 
Ah 一 一 4 一 了 . 
a a | zl ll | 


例 3 设 方 阵 满 足 方程 4 一 34 一 107 一 0 证 明 , 4,4 一 4 都 
可 逆 , 并 求 它 们 的 逆 和 矩阵 . 
证 由 有 :一 34 一 1]01 一 0 得 4(4 一 3 了 一 30f， 即 


4[ 击 (4 一 3D ] = I 
放 丰 可 道 , 且 A-1 = 市 (4 一 3D). 再 由 各 一 34 一 101 一 0 得 


{站 十 了 tt 有 一 477 一 61， 


即 于 (十 站 (4 一 4 1 
故 A 一 41 可 递 , 息 (4 一 4 一 一 二 (4 十 刀 ， 时 


例 4 已 知 非 齐 次 线性 方程 组 4xz 一 上 的 系数 定 阵 4 如 例 1 所 
给 .5 一 (5,1,1) , 问 方 程 组 有 是否 有 解 ? 如 有 解 , 求 其 解 . 
解 由 于 4 是 可 道 纪 阵 , 且 道 矩 阵 是 唯一 的 ,因此 等 式 上 4x 一 尼 
两 端 都 左 乘 A-', 即 
各 TAXY)》 一 各， 
恒 得 此 方程 组 的 唯一 解 


1 


2 


0 1 —1||1 0 |. 
La —1l/2 1 1/2 一 1 
例 5 证 明 : 若 4 是 可 道 的 反对 称 矩 阵 , 则 4 也 是 反对 称 


一 A-ib = 


点 一 


1/2 一 1 1/21[5 
证 匀 


矩阵 . 

证 国 为 (和 107 一 (047 一 (一 种) 一 一 各 -1 所 以 是 反 
对 称 矩阵 . | 

网 理 ,可逆 对 称 矩 阵 的 道 矩阵 仍 是 对 称 禾 阵 ， 

下 面 再 举 几 个 综合 的 例题 ， 

全 6 设 和 一 (ax 为 非 零 实 和 矩阵, 证 明 , 车 A 一 4 则 各 
为 可 道上 矩阵 . 


证 ”签证 上 4 可 道 , 只 要 证 |41 关 0. 击 4 一 4 及 不 ' 的 定义 
可 得 ,A 的 元 素 a;, 等 于 其 自身 的 代数 余子 式 4, ,根据 行列 式 14| 
按 i 行 的 展开 式 得 

i4|= Da, A = Da. 

让 于 4 为 菲 零 实 矩阵 ， 所 以 4 的 元 素 a ij=1, 2 为 实数 
且 不 全 为 零 , 故 14 天 0, 即 4 可 道 ， 

例 7 设 直 ,8,C 均 为 nan 阶 方 阵 , 若 48BC= 工 则 本 列 情 各 ， 
ACB ,BAC,BCA C4 有 CBA 中 哪些 必 等 于 单位 阵 工 


解 根据 矩阵 乘法 满足 结 人 台 律 及 定理 ?2.3 的 推论 , 必 有 
BCA = 二 (BCO)A 二 I, 因 为 (BCO)==4; 也 必 有 C48 一 CCA4B} 一 了 I, 因 
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为 CAB)C=I. 
例 8 设 丰 可 北 , 且 及 "B= 二 A 1' 十 B, 证 明 晴 可 遂 , 当 


2 6 0 
站 二 [0 2 8 
0 0 2 


时 , 求 B. 
解 由 上 ' 曙 一 4-! 十 如 一 4 十 了 ,得 
(4 一 六 如 一 和 1. OD 
于 是 14* 一 f118| 二 | 站 1 关 0, 所 以 18| 关 0, 妈 8B 可 道 , 亚 由 人 名 式 , 得 
B= 一 下- 和 一 [4 人 (4 DD]:=[i|A|I—A]', 
其 中 


IA| I 一 和 一 


© 
= 
[Ce 
| 
全 


8 10 
按 逆 算 阵 的 运算 律 司 记 和 求 复 公式 (2. 25), 易 得 
1 1 1 
0 1 1|. 
00 1 

侠 9 设 息 ,B 均 为 n 阶 可 道 矩 隆 , 证 明 :; (1) (A8)" 一 
吾 *4 (2) (A) =|A|" A, 

证 《1) 由 |A&B1 = 二 |&|1B| 关 0 可 知 A8B 也 可 首 . 根据 (2. 23》 
式 , 有 (4B)CAB)* = 一 |A&ABII, 所 以 

(AB)* = (AB)Y! | 是正 | T=|AB| (A4B)! =|IA||B| BT'A™ 


BI B+ ATA- = 1B| | 1 人 条 = BA'. 


《2) 由 ("六 "二 147| 了 得 (4 和" 1414 1 一 | 和 ”1 从 
而 有 


1 
B= 


CA')’ =1A|" :4. 
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用 高 斯 消 元 法 解 线性 方程 组 ,其 消 元 步骤 是 对 增 广 挫 阵 做 3 
类 行 变 杭 : 

(i) 以 非 零 常数 c 乘 矩阵 的 某 一 行 ; 

《ii 将 利 阵 的 某 一 行 钱 以 常数 c 并 加 到 另 一行 ; 

Ciii) 将 矩阵 的 甘 两 行 对 换 位 慎 . 

这 3 类 行 变换 统称 为 答 阵 的 初等 行 变换 , (i) 称 为 入 葬 变 换 ， 
“让 称 为 倍加 变换 ,ii 称 为 对 换 变 换 . 

在 矩阵 的 其 他 一 些 问 题 里 (如 展开 方 阵 的 行列 式 ) ,还 要 对 和 矩 
阵 的 列 散 与 上 述 3 类 初等 行 变换 相对 应 的 变换 , 称 之 为 初等 列 变 
换 . 初等 行 , 列 变换 统称 为 初等 变换 . 

初等 变 挽 在 矩阵 的 理论 中 其 有 十 分 重要 的 作用 ， 和 矩阵 的 初等 
变换 不 只 是 可 用 语言 表述 ,而 旦 可 用 什 阵 的 蒋 法 运算 来 表示 ;为 此 
要 引 人 初 等 矩阵 的 概念 . 

定 光 2345 将 单位 官 阵 做 一 次 初等 变换 所 得 的 抢 阵 称 为 初 
等 是 阵 . 

对 应 于 3 类 初等 行 , 列 变换 ,有 3 种 类 型 的 初等 算 阵 : 

《i 初等 借 习 矩阵 

Etc) = diagglw yl yc, 1)， 

EE,tc) 是 由 单位 条 阵 第 i 行 (或 列 ) 彝 ete 了 关 0) 而 得 到 的 ; 

《ii 初等 局 加 矩阵 
1 


Ej(c) 一 , ， 
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E,, (oc) 是 由 单位 矩阵 第 1 行 潜 c 灿 到 第 j 行商 得 到 的 ,或 由 第 7 列 
乘 c 加 到 第 i 列 而 得 到 ， 

《iiy 初等 对 换 矩 阵 
1 


电 ., 是 由 单位 矩阵 第 ii 行 (或 列 ? 对 换 而 得 到 的 ， 
例 1 计算 下 列 初等 矩 阵 与 矩阵 间 一 (ai Jaxnsr 人 一 (cy Jsxzs 
县 一 《 电 ，)5xs 的 乘积 : 


1 oa Ol la a& 总 1 在 11 Ql2 tl 
0 ¢ 0 las dz Qs - Casa Caz Cas | 
oO 0 llas a ds i Ga 3 
1 0 adllen os cu tadca ct dade: 
: 了 Olle -| 一 Cal Coa 
0 0 lj)ley ez Csl C32 
bn bs Dslfl 0 0 by ba A 
Ba Bes Fas | 0 0 1|= Ih by be |, 
By Bs sllo0 1 0 B11 ba Hs2 


由 例 1 可见, 初等 矩阵 左 乘 4,CC 右 乘 BB) 的 结果 是 对 ,C0B) 
做 初等 行 ( 列 ) 变 换 , 而 且 ,如 果 初 等 矩阵 是 由 单位 矩阵 做 某 种 行 
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( 列 ) 变 换 所 得 ,那么 它 左 琵 4,C( 厂 乘 B) 也 是 对 及,CLB) 司 该 种 行 
( 列 ) 变 换 . 

读者 不 难 证 明王 面 的 一 般 结 论 : 

Ftc A 表示 各 的 第 ;和 行 匀 c 

.tc)4 表示 和 丰 的 第 i 行 弱 c 加 至 第 7 行 ; 

龙 ,及 表示 入 第 ; 行 与 第 ) 行 对 换 位 置 ; 

BE.(c) 表示 上 B 的 第 i 列 屠 c; 

BE,, tc) 表示 的 第 7; 列 乘 5 加 至 第 i 列 ; 

8E,， 表示 B 的 第 i 列 与 第 7 列 对 挽 位 置 . 

初等 答 阵 的 行列 式 者 不 等 于 零 , 因 此 扬 等 矩阵 都 是 可 首 第 阵 . 
由 于 对 初等 矩阵 再 做 一 次 适当 的 初等 变换 就 化 为 单位 结 阵 ,如 

E (TL)E,ce) =1, EC ob)=1, EEkE,=1, 
所 以 . 韧 等 移 阵 的 道 握 阵 是 同 奖 初等 所 阵 , 中 

及 一下 (一 (oo = Eo), Ey=E,. 


例 2 设 初等 矩阵 


0010 1 
Polool oa 
1 000 0 0 1 
0 001 c 001 
1 
一 1 

1 


试 求 PPsP; 及 (PP:P,) ， 
解 ”Ps 左 乘 P， 表示 对 P; 做 倍加 行 变换 ,P, 左 习 PsP; ,表示 
对 PP, 做 对 换行 变换 ,于 是 可 得 
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2. 5 


您 阵 的 初等 变换 和 初等 纸 阵 


一 一 
mm ml 
Lm 五 号 
于 这 
人 
DD- 全 
于 总 这 
人 人 
OO Ln 
和 
| | | 
A 
所 
= 


iP1i! 


2 


PP,P,) 1 一 PHP 


一 心思 
A 居心 
中 

A 
CD Y 
| 局 一 

Tt 

一 怠 
| 居 必 | 


示 对 PP 做 御 加 列 变 换 , 了 PP 右 乘 


对 于 PPsP; ,其 中 P; 右 彝 Pi 表 
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PP, 表示 对 P,P; 做 倍 乘 列 变换 ,这样 运算 其 结果 也 是 … 样 的 ， 


“ 例 3 将 三 对 角 征 阵 


3 
一 ro 王 


0 


一 


tt 


分 解 成 主 对 角 元 为 1 的 下 三 角 和 矩阵 工 和 上 三 角 和 矩阵 的 匀 积 , 即 


和 站 二 LA 称 为 短 阵 的 LU 分 解 ). 


解 ” 由 于 倍加 初等 盾 阵 及 其 逆 窜 阵 都 是 主 对 角 元 为 1 的 同类 
型 三 角 阵 ， 因 此 如 能 通过 倍加 行 变 斤 将 外 的 主 对 角 线 以 下 元 素 消 
为 零 ( 此 时 倍加 行 变换 对 应 的 初等 矩阵 是 主 对 元 为 1 的 下 三 角 撼 
阵 , 而 4 将 化 成 上 三 角 和 矩阵 ) ,就 可 将 生 分 解 为 工 U, 具 体 作 法 如 下 : 


1 2 
1 
— 1 位 
2 站 一 
1 0 
i 0 
1 2 
1 0 
2 闪 1 一 
3s 1 0 
1 六 
2 
1 
1 
1 是 : 一 
3 : 
一 下 1 


1 


3 
2 
1 
0 
1 

3 
2 


总 


we 一 己 


口 站 
] | 记 
二 人 ， 
2 了 
1 2 
D0 0 
! 记 作 
1 
总 : ， 
4 1 
3 
1 2 
0 0 
1 人 
3 
2 
4 
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将 上 面 三 个 式 子 中 的 去 端的 矩阵 分 别 记 作 五 : 工 : ,三 , 则 
LLA = UU, 

故 A= LU= 1U, 

其 中 L=(LL) =—Lr LL 

1 1 1 

到 

3 


一 1 
] 1 3 
1 1 本 1 
1 
i 
pa 
一 2 
5 1 
3 
1 
下 面 介绍 用 初等 变换 求 道 矩 阵 的 方法 . 
定理 2 4 可 逆 和 矩阵 可 以 经 过 营 干 次 初等 行 变换 化 为 单位 


矩阵. 
证 在 2.1 节 中 讲 过 的 高 斯 消 元 法 ,其 消 元 过 程 是 对 线性 方 
程 组 的 增 广 矩阵 人 向 3 类 初等 行 变换 ,并 一 定 可 以 将 其 化 为 行 简化 
阶梯 形 和 矩阵 . 因此 ,对 和 企 何 和 矩阵 4, 都 可 经 初等 行 变换 将 其 化 为 行 
简化 阶梯 形 拖 阵 , 即 存 在 初等 矩阵 P,P:,**',P. 使 
PPPAQ=U. 

当 各 为 二 阶 丰 逆 和 矩阵 时 , 行 简化 阶 樟 形 和 拖 阵 也 是 可 道 失 阵 ( 因 为 
万 等 矩阵 都 可 道 ), 从 面 芝 必 是 单位 矩阵 工 加 
推论 1 可 逆 矩 阵 妇 可 以 表示 为 若干 个 初等 短 阵 的 狠 积 . 

证 根据 定理 2. 4, 存在 初等 矩阵 Pi PP 使 得 
P,.…P,.PA=1, {2. 26) 
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所 以 


站 = (PPP)' 一 下 下 (2. 27) 

其 中 Pi' ,Ps PP 仍 是 初等 矩阵 ,推论 得 证 . 国 
由 2.25) 式 可 知 

A4'= PPP, = PPPl. 《2. 28) 


于 是 ,根据 (2. 26),(2. 28) 式 , 即 得 下 面 的 推论 . 
推论 2 如果 对 可 逆 和 矩阵 4 和 局 阶 单位 阵 字 做 同 样 的 初等 行 
变换 ,那么 当 上 4 变 为 单位 阵 时 , 工 就 变 为 入 * 即 
(4 ，DD - 吉 汪 和 空 并 (了 4- 
由 (2.27) 式 又 可 得 
AP,"P P= I; 
IP,“PPoA!. 
因此 ,同样 也 可 用 初等 列 变换 求 送 矩 阵 , 即 
() 初等 列 变 所 ( ) 


| 入 
例 4 用 初等 行 变换 求 矩 阵 
0 2 一: 
A=| 1 1 | 
-1 -1 —l 
的 北 矩 阵 ， 
解 
0 2 -1:1 0 0 
(AD=: 1 1 2i01 | 
-1 -1 1l:0 0 1 
1 1 2i:0 1 0 
D0) ogo 2 -lo | 
-1 -1 —lio 0 1 
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11 2:010 110:0—1 —2 


| 0 2 0i1 1 1 
00 1i011 0010 1 1 
100i- -3 一 了 
o+ex 人 了) 2 2 2 
Bx(1) Io 10 到 下 
00 1i: 0 1 1 
所 以 
| _3 _3 
2 2 2 
A1=| 1 1 1 |. 
2 2 2 
0 1 1 
例 5 已 知 ABAT 一 2BAT' 十 I, 求 BB. 其 中 
1 0 0 
A=|o 1 2|. 
0 0 1 


解 ”在 已 知 的 矩阵 方程 中 ,注意 2847 一 27B47 ,于 是 
(4—2DBAT=J， 即 BA7 一 (4 一 2D-. 


所 以 B=(tA—2D° 1(4 "=[A'CA 21) 1] 
二 (A 一 247) 1 
1 0 9) [2 .0 0 —1 0 0 
ATA—24"=|0 1 2 一 0 2 0|= 0 一 1 2|， 
0 2 5) |o 4 2 0 一 2 3 
用 西 种 求 逆 方法 都 易 得 
一 上 0 01” 一 1 0 01 
RB=|. 0 一 1 2 =| 0 3 一 2，,. 


0 一 2 3 0 2 一 1 
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读者 必须 注意 ,用 初等 行 变换 求 可 道 和 矩阵 的 道 矩阵 时 ,必须 始 
效 懒 行 变换 ,其 间 不 能 做 任何 列 变换 . 如 果 做 初等 行 变换 时 ,出 现 
全 零 行 , 则 其 行列 式 等 于 零 , 因 而 矩阵 是 不 可 逆 的 ， 

读 考 也 应 练习 一 下 ,用 初等 列 变换 求 赣 敌阵 的 方法 . 

例 6 当 a,5 满 足 什 么 条 件 时 ,和 矩阵 A 不 可 道 .其 中 

0 1 2 3 

1 4 7 10 
-1 0 1 Bl 

an 2 3 4 

解 ” 对 有 司 初等 行列 变换 将 其 化 为 阶梯 形 和 矩阵 ,由 141=0 
可 得 a,5 应 满足 的 条 件 . 为 简便 起 见 , 应 尽量 将 a,5 置 于 A& 的 右 
下 方 ,所 以 先 将 入 的 第 1,2,3 列 对 换 两 次 (此 时 14| 不 变 ) ,然后 再 
做 倍 加 行 变换 , 贤 


总 二 


1 2 D 3 
A 4 了 1 1 
0 1 一 1 ££ 
2 3 a 4 
1 2 0 3 
B+Dx~4 10 —1 1 一 2 
HDX 0 1 一 1 pb 
| 0 一 了 E 一 辫 
1 2 0 3 
加 十 加 0 —1l 1 一 2 


+@x(—D 10 0 0 bp—2|. 
0 0 a—l 0 


年 阵 4 不 可 逆 的 充 要 条 件 是 
和 | 一 | 2 "= (一 1 一 2 关 0 
Ai lj 0 1 %- 一 人 和 
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即 < 夫 ; 或 62. 


2.6 分 块 租 阵 


把 一 个 大 型 矩阵 分 成 者 于 小 块 , 构 成 一 个 分 块 矩阵 ,这 是 矩阵 
运算 中 的 一 个 重复 技巧 , 它 可 以 把 大 型 矩阵 的 运算 化 为 苦于 小 型 
矩阵 的 运算 ,使 运算 更 为 简明 下 面 通过 例子 说 明 如 何 分 块 及 分 
抉 矩 阵 的 运算 方法 . 


把 一 个 5 阶 矩 阵 
2 1:1 0 一 1 
1 2i2 -3 0 
A=~|0 0:1 0 0|， 
0 0i0 1 0 
0 00 0 1 


用 水 平和 垂直 的 虚线 分 成 4 块 ,如 果 记 


2 1 1 0 一 1 
ED 
1 2 2 一 3 0 


0 0 1 
0 0|= 0, 1 一 了 ， 
0 0 ] 
就 可 以 把 4 看 成 出 上 面 4 个 小 矩阵 所 组 成 ,写作 
0 
如 一 和 
0 上 


并 称 它 是 各 的 一 个 2X2 分 块 和 矩阵. 其 中 的 每 一 全 小 矩阵 称 为 和 4 
的 一 合子 块 

把 一 个 产 X2a 矩 阵 生 :在 行 的 方向 分 成 了 块 ,在 列 的 方向 分 成 t 
块 , 称 为 4 的 *>Xxt 分 块 矩 阵 , 记 作 4 一 (4 ix 其 中 上 5 (并 一 
112, ;5 于 二 12 四 称 为 入 的 子 块 ,它们 可 以 是 各 种 类 型 的 小 
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矩阵 . 
常用 的 分 块 矩 阵 .除了 2X2 分 块 算 阵 . 还 有 以 下 几 种 形式 ， 
按 行 分 据 


A Als In 1 
Hal a2 这 是: 

和 一 . 一 ， 
ml mz 机 六 mn 本 


其 中 好, 一 【Qi da rr Cm) =], 2 
按 列 分 块 
By 面 ? | 
8 
Ba bn ns 
其 中 ==( ys Bess vs 1) sj 一 1 ,2 5 
当 ) 阶 矩阵 C 中 非 零 元 素 都 集中 在 主 对 角 线 附近 ,有 时 可 以 
分 坪 成 下 面 的 对 角 块 矩阵 (又 称 准 对 角 钨 阵 ) 


全: 
大 一 所 ， 
人 nm 
其 中 心 是 x, 阶 方 阵 {i 一 12 my 7 二) ;例如 
r=1 
0 —1; 0 0 0:0 
1 2 0 0 0:0 
0 0; 1 —1 0i0 
C= : :| 二 Cs 1， 
0 ;一 】 1 2i0 
: : Cs ) 
0 0O: 0 2 一 2 0 
0 0: 0 0:3 
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上 1 一 ! 0 
其 中 c=( 小， C= -1 1 ， C8), 
| 0 2 —2 
下 面 讨论 分 抉 垂 阵 的 运算 . 
1. 分 块 短 阵 的 加 法 
设 分 块 矩 阵 各 一 (4 4c01 且 一 《Bs) ,4; 如 果 有 与 如 对 应 的 子 
块 4 和 下 :都 是 同型 徐 阵 , 则 
有 十 BB 二 CA 二 Bas). 
例如 
A 六 2 Bn Bs Aii 二 Bi Ais 二 Bis 
中 | 由 se Ass + Bzs |" 


其 中 4 与 Bi 4 与 入 zs ,A 与 Ba; 四 w 与 Bs 分 别 都 是 陋 型 小 给 
阵 ( 子 块 )， 

2, 分 块 算 阵 的 数 其 乘法 

设 分 其 矩阵 & 一 (du js 是 一 个 数 , 则 

AR 一 (1 

3. 分 块 短 阵 的 莱 法 

设 AEFP**,BEF"*, 如 果 有 4 分 块 为 "Xs 分 块 短 阵 
《4 xy* 且 从 块 为 *Xt 分 块 矩 阵 (B)，:， 且 和 的 列 的 分 块 法 和 了 如 
的 行 的 分 块 法 完全 相同 , 则 


六 列 产 列 … 到 
A :A : 上 :A B! Bs: … BB 天 行 


一 : A : a : 并; BB, B,; a B,, 三 行 
辣 ， :As : ""” iA,, Bs Bs … BB, 产 行 


二 Ce [ yrxyy 
其 中 尼 是 >X 分 块 矩 阵 , 且 
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Cu 一 PAB =il2, rl = 12,t), 


可 以 证 明 ( 但 略 去 ), 用 分 块 乘法 求 得 的 AB 与 不 分 块 作 彝 法 
求 得 的 4B 是 相等 的 . 
例 1 将 下 列 5 阶 矩阵 A,B 分 成 2X2 的 分 块 矩 阵 ,并 用 分 区 


答 阵 的 葬 法 计算 AB. 
1 0 0 0 0 3 2 do 1 0 
D 1 8 oo 0 1 3 0 0 1 
点 一 | 一 1 2 1 9 0|， B=|—l 0 0 0 vo 
1 1010 0 -1 000 
—2 0 0 0 1 D 0 一 1] 0 0 
解 ”由 观察 ,可 将 4 分 成 如 下 4 个 子 块 
1 0:0 0 0 
.0135000 人 op. 
4 一 | 一 1 2 6000= | “| 
: 此 1 五 
1 1i:0 1 0 
-2 0io0 0 1 
—1 2 
其 中 4 一 | 1 11. 
—2 0 


根据 分 块 矩 阵 弘 法 的 要 求 .B 的 行 的 分 法 应 和 4 的 列 的 分 法 一 致 ， 
而 烈 可 以 性 分 ,为 计算 方便 可 将 B 分 块 如 下 : 


3 2 0:1 0 
1 3 Oi0o 1 
ee B, f; 
B= I—1 D O00 一 了 0 3; 
0 —1 0:0 0 3 
0 0 ii0 0 
3 2 0 
EB — 时 
其 中 ' 1 3 ,| 
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I 0 B, 下 入 了 
| 
4 五 上 | 一 五 0 及, 是 一 A 
一 2 4 0 
其 中 | 4 4 0 
一 6 一 4 一 1] 
故 
3 2 1 0 
1 3 0 0 1 
4 有 一 ;一 2 1 0 一 1 2 
: 4 4 0 11 


|_s 一 4 一 1 —2 0 

不 难 验 证 ,4 吾 直 接 相 乘 与 分 块 相 乘 所 得 结果 是 一 致 的 . 

例 2 设 A 是 mXn 短 阵 ,B 是 n Xs 和 矩阵,B 按 列 分 块 成 ] Xs 
分 块 矩阵 ,将 4 看 成 1X1 分 块 阵 , 则 

B=ACh bo ,hb) = CAb, Abs, 各 二 )， 

车 已 知 4 下 一 0 Xs 零 矩阵), 则 显然 有 45 二 0(nX1 鹤 矩 
阵 ) ,j 一 1,2,…,s 因此 ,8B 的 每 一 列 b, 都 是 线性 方程 组 Ax = 二 0 
的 解 . 

例 3 若 = 阶 矩阵 已, 厂 可 以 分 块 成 同型 对 角 抉 矩阵 , 即 


CO D, 
LA D 
C= 9 DPD= ? 4 
人 D. 
其 中 CG 利 D， 是 同 阶 方 阵 人 一 1,2，… ,1m) +， 则 
CD; 
CD, 
CD 一 
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短 阵 的 分 热 乘法 ,在 以 后 证 明 一 些 重 要 的 命题 时 ,起 着 重要 的 
作用 ,下 面 春 一 个 剑 于 ， 

例 4 证 明 : 车 # 阶 上 三 角 和 矩阵 4 可 遂 , 则 其 着 矩阵 4 也 是 
上 三 角 策 阵 . 


证 对 作 数学 归纳 法, 一 ] 时 ,(o) :一 (二 ) ,结论 成 立 . 


《一 阶 和 矩阵 可 以 认为 是 上 (下 ?三 角 和 矩阵 ,对 角 和 矩阵, 对 称 筷 阵 》 很 
设 命题 对 一 1 阶 可 道上 三 角 短 阵 成 立 ; 下 面 考 虞 n 阶 傅 况 . 设 
GE OO din 
DO dz | a . 
: | :oo [% i 
OF 0 a 
其 中 由 是 = 一 1 阶 可 北 的 上 三 角 顷 阵 ， 设 4 的 道 答 阵 为 
站 


B= bi : B22 “dn 分 类 四 | 
:i 7 Bl: 
Bat | brs oe ben 
则 1 an- | ‘|| | 0 )， 
00 上 4; ” 8., 0 J 
即 anbn ey oh te 0 )， 
AY 1B 0 I 
于 是 


AY=0=7=A 0 = 0, 
AiB, = = = An', 
根据 归纳 假设 .B, 是 x 一 1 阶 上 三 角 矩 阵 ,因此 
bl 四 
0 | 
是 上 三 角 算 阵 ( 其 中 : 一 ai!';38 二 一 anlaA71). 


A | 


2.6 分 起算 有 隆 


4 分 菊 矩 阵 的 转 置 
分 块 抢 阵 4 一 (4uw jx: 的 转 置 矩阵 为 
成 ”二 (Bix 
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其 中 有 旦 :一 Ab 一 1，2， yf 不 二 1 2s. 
4 和 三 
例如 一 | 
本 于 sa 各 2 
An Azi 
则 有 A = Al; 如 2 。 
4F 有 | 
6 
| 
bn 
则 B'=(bi ,bi ,bb ). 
5. 可 着 分 块 矩 阵 的 逆 和 矩阵 
对 角 块 矩阵 ( 淮 对 角 算 阵 》 
向 [ 
和 A 
上 理 一 
六 


的 行列 式 为 14 一 14:114s1 14 因此 ,对 角 块 答 阵 A 可 雍 的 


充 要 条 件 为 
|&1 关 0， 


i= 12° 


ye 


根据 对 角 块 矩阵 的 乘法 ,容易 求 得 它 的 北 算 阵 
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EE 
儿 分 块 和 矩阵 求 道 矩阵 ,可 以 和 将 高 阶 矩 阵 的 求 道 转化 为 低 阶 抵 
阵 的 求 道 , 一 个 2x2 的 4 据 阵 求 逆 ,可 以 根据 道 和 矩阵 的 定义 ,用 
解 矩 阵 方程 的 办 法 解 得 ， 
例 5 设 4= 人 |， 
cD 
其 中 B,D 皆 为 可 北方 阵 , 证 明太 可逆 并 求 丸 “. 
解 14| 一 | 下 | | 万 | 天 0 ,所 以 征 可 道 . 设 


XY 
A= (sz) 
ZT 
其 中 里 与 B,T 与 DD 分 别 是 同 阶 方 阵 ,于 是 由 
但 5 人 a BY BY )- 0 
CC phiz ACE 二 PPZ CFA+DT 0 1] 
得 : 
BX=L, 故 多 =B-!， 
BY=0, 故 Y=B8-10 二 0; 
CX+D2=0, 胡 DZ= 一 CX= 一 CB-!、， 
Z——D- CB-!; 
三 六 十 天 于 一 五 中 喜 DT= I: , 即 T=D 1. 
所 以 
B-! 0 
让 二 . 
-DCB Db 


“6. 分 块 答 阵 的 初等 变换 与 分 块 初等 隆 
这 里 我 们 仅 就 2X2 分 块 矩 阵 为 重 来 作 讨 论 ， 对 于 分 块 矩 阵 
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和 二 a | 
Ae 六 22) 
可 以 同样 地 定义 它 的 3 类 初等 行 变换 和 列 变 换 , 并 相应 地 定义 3 
类 分 块 初等 矩阵 : 
(Ci 分 志 倍 阵 (CG ,Gs 是 可 逆 阵 》 
I 0 | fE 0 
0 | 或 | cl 
(iD 分 块 倍加 阵 
I 0 I Go 
C， | 或 ' “| 
《iii》 分 欣 对 换 阵 
0 了 
Bi 


分 上 央 初 等 矩阵 自然 是 方 阵 ,它们 左 滋 (或 右 乘 ?分 块 算 阵 4( 不 
一 定 是 方 阵 ), 在 保证 可 乘 的 情况 下 ,其 作用 与 2,5 节 中 所 述 初 等 
矩阵 左 彝 (或 右 习 ) 矩 阵 的 作用 是 相同 的 . 

分 块 矩 阵 的 初等 变换 也 是 矩阵 运算 的 一 个 重要 技巧 ,以 后 讨 
论 一 些 问题 时 用 它 处 理会 比较 方便 . 下 面 举 两 个 应 用 的 例子 . 

例 6 设 2 阶 矩阵 扫 4 分 块 表示 为 


网 a 

和 二 = ' 

六 应 2 

其 中 租 ， :1 为 方 阵 , 且 A 和 和 可 族 ， 证 明 遍 23 一 和 1 各 Ti 入 12 可 闭 ， 


并 求 4 . 
解 ” 先 对 分 块 阵 4 做 初等 行 变换 ,将 其 化 为 上 三 角 块 矩阵 ， 
为 此 左 肥 分 块 倍加 阵 
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其 中 十 ,五 为 单位 矩阵 ,其 阶 数 分 别 等 于 Au ,A 的 阶 数 。 于 是 
六 |1 EE i 
pA= Ei 
- 0 一 各 0 各 站 各 


[Pa 一 [A | | 总 2 i | 
由 于 |P1 一 1,141 尖 6,14 天 9, 所 以 | hw 一 An 4Az | 一] 关 T 关 
0, 故 知 阵 着 52 一 各 :Ai az 可 效 ， 
为 了 求 4 , 记 吕 一 4 一 404 机 .对 是 做 行 变换 将 其 化 为 
对 角 吉 害 阵 ,为 此 取 


五 一 和 AQ 
P= KE 1) 
各 1 i 
于 是 pp-| ?| 芋 ， 


即 PsP14 一 ,两 边 取 北 得 A-'(PsP1) 一 C ,因此 
4 一 人 (PP) 
民 0 | | | I | 


0 OQ bE 了 —AnAn I . 
记 
由 | 
太一 > 

Ds DD, 

则 Di =Ait 二 A A A Dy=0 , 
Ds=—An'A0', DD, =—0 AA " 

其 中 [ee 

如 Ba 

tC DD 


且 盘 可 闭 , 证 明 :， det@ 二 |41|D 一 C4 1!'Bl. 
证 先 用 分 块 信 加 和 泗 左 靖 必 , 使 之 化 为 上 三 角 据 矩阵 ,为 此 取 
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其 中 4 与 4 间 阶 ,J 与 D 局 阶 . 如 此 则 有 
PO = (2 3 )， 
0 D—CA'B 
将 下 式 两 端 求 行列 式 ,得 |P1101 一 .411D 一 C41B|, 由 于 1P1 一 
1, 故 命题 得 证 . 
例 8 设 4, 召 均 为 ” 阶 和 矩阵 ,证 明 : 


FE | -4+aIA 一 下 
B A 

证 将 分 交 乱 阵 P 一 (人 “的 第 1 行 加 到 第 2 行 ,再 将 第 2 
列 且 一 I 加 到 第 1 列 ,使 之 化 为 上 三 角 块 矩阵 , 即 

( 7)G 4)( 1)= (7g Ap) (i 7) 


= B )， 


0 上 十 如 
于 是 由 两 边 矩 阵 的 行列 式 相 等 ; 即 得 
Is 2 下 和 B | 

一 一 | 和 一 如 ||4 十 加 |. 
BB A 0 A+B 
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I. 数 域 

一 个 含有 数 0,1 的 数 集 下 ,如 果 其 中 任意 两 个 数 关 于 数 的 四 
则 运算 封闭 :除法 的 除数 不 为 零 ), 即 它们 的 和 , 差 . 积 , 商 仍 是 FF 
中 的 数 ,那么 数 集 下 就 称 为 一 个 数 域 . 
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显然 ,全 体 有 理 数 . 实 数 、 复 数组 成 的 数 集 者 是 数 战 , 称 为 有 理 
数 城 .实数 城 ,复数 成 -分 别 记 作 有 ,RR , 乙 . 而 全 体 整 数组 成 的 数 
集 就 不 是 数 城 , 因 为 任意 两 个 整数 的 商 个 都 是 整数 . 

还 有 -- 毕 数 集 .如 QW2)== {aby2lasbEC}; 也 构成 一 个 

还 要 指出 ,有 理 数 域 居 最 小 的 数 域 , 即 任何 数 战 下 郁 包 含有 
理 数 域 人 和. 事实 上 上 ,由 于 0;1EF, 所 以 n= 二 1 十 1 十 IEF， 
0- -nEP, 从 而 整数 集 z 乞 下 ;又 对 二 任意 芍 p,q 和 让, 力 了 六 0. 均 
有 ap 各 下, 何 97pEE :所 以 EG CE, 


I. 命题 


所 谓 命 题 ,就 是 一 个 陈述 名 .严格 地 说 ,命题 不 是 陈述 旬 本 
身 ,而 是 陈述 名 所 表达 的 合 义 ,因为 “语句 "是 语言 学 的 氢 念 ,而 “ 命 
题 " 是 逻辑 学 的 概念 . 

下 面 的 语句 : (1) 3 之 5;(2) 雪 是 白 的 ;(32 当 不 慎 白 的 ;(4) 3< 
5 是 3 整除 5;(5) 他 学 英语 或 者 他 党 法 语 ; (6) 如 果 天 不 下 雨 , 我 
就 出 去 散步 ;'7) 两 个 三 角形 相似 当 且 仅 当 两 个 三 角形 三 个 内 前 
分 别 相 等 ,都 是 命题 ,其 中 (1) 一 (3}) 是 笨 单 命题 ;C4)~(7)} 是 由 两 
个 命题 与 逻辑 联接 词组 成 的 复合 命题 ;一 个 命题 的 否定 也 是 一 个 
命题 ,命题 (3) 是 俩 题 (2) 的 将 定 . 这 里 所 和 指 的 逻辑 联接 河 有 :从 
( 合 取 词 ), Y { 析 取 词 ) ,一 ( 列 洒 亲 ) .全 ( 双 蕴 涌 词 )， =- {否定 词 ). 
其 售 义 为 (下 面 p,q 均 为 命题 ): 

pAy 表示 命题 "“p 是 gq”;pPYg 表示 命题 * 户 或 4”;p 一 q 表示 
命题 *“ 若 户 则 g?( 或 说 六 将 酒 9775p6d 表示 命题 "*p 当 且 仅 当 g” 
{或 说 与 9 等 价 ); -pp 表示 命题 * 非 p”, 即 产 的 个 定 命题 . 

这 里 要 特别 指出 ,条 件 命题 p 一 g 与 其 逆 否 命题 (了 一 
(0 力 ( 可 简写 为 -> 一 旋即 “若非 4 则 非 p”, 是 等 价 命 题 . 例如 : 

“如 果 下 十 ,我 就 带 伞 "等 价 于 “如 果 我 不 带 企 , 就 不 下 十 ”六 如 
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果 两 个 三 角形 不 全 等 , 则 它们 的 三 条 边 不 分 别 相 等 ”. 

用 反 证 法 证 明 一 个 数学 定理 “车 户 则 9”, 就 是 证 明 它 的 等 价 
命题 ( 即 逆 否 命 题 ) “若非 g, 则 非 pp”. 

在 线性 代数 课程 中 ,经 常用 反 证 法 证 明 一 个 定理 5 即 条 件 命 
是 ,所 以 还 要 善于 表述 一 个 命题 的 否 命题 例如: 命题 

“存在 不 全 为 零 的 数 rz yz 使 | 站 十 2 二 十 -十 
cr 一 0 成 立 * 的 天 命题 为 

“任何 不 全 为 零 的 数 xz，xz: ，…， x 都 使 x 总 十 zz 名 十 … 十 

T 志 ,了 0",， 即 “ 愉 有 zi，X2， "rT 全 为 零 , 才 使 zw 剖 十 
名 十 二 一 上 0 成立. 

“车 志 则 oa? 称 为 条 件 命 题 ,此 时 ,我 们 也 称 ; p 成 立 的 必要 条 
件 是 g 成 立 ( 或 简称 g 是 记 的 必要 条 件 ;p 成 立 是 g 成 立 的 充分 条 
忻 ( 或 简称 4 是 p 的 充分 条 件 }. 


及. 量词 


有 些 命题 常用 两 种 断言 :“ 集 蕊 中 等 个 元 素 具 有 性 质 p”;“ 集 
X 中 有 一 个 元 素 z 具有 性 质 p*， 为 表述 简便 起 见 ,我 们 用 逻辑 符 
号 "YYE 芒 ,或 "CY EXP ITEXp" (或 “(IxE X) 
pp ”表示 之 ， 这 里 ,YY xz" 表示 “对 于 任意 的 元 素 xz”,“Y ”叫做 全 称 
其 词 , 它 是 any 宁 头 a 大 写 后 的 倒 写 ; “3x” 表示 ”有 一 个 元 杂 工 
{或 在 在 元 素 x)*,* ”叫做 存在 量词 , 它 是 exist 字 头 大 写 后 的 
反 与 . 

例如 ,对 于 集合 A 与 B.ACB 的 含义 是 "着 aEA, 则 aE 8B”， 
这 可 表述 为 "YaEAaEB”, 

让 CB 的 否定 为 六 EB, 其 合 义 是 ”3aE A,a&f B”, 

一 般 地 ,含有 荔 闻 的 命题 的 否定 命题 ,满足 下 面 两 个 基本 的 等 
价 规则 : 
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非 CYz EX)p, 等 价 于 (x € 久 ) 非 pp; OD 
非 (3z 所 入)? 等 价 于 (YE X) 非 p. 过 
例 1 设 苹 和 Y 分别 是 甲 , 乙 班 学 生 的 集合 ,Ptx;3) 表 示 
ZX 三世 和 yEY 同姓 . 划 命 题 1° 
(VE XICIyYE Dptir,y) 
表示 “所 有 甲 班 的 学 生 都 能 在 乙 班 中 找到 与 之 和 亲 姓 的 学 生 ”. 按 上 
述 两 个 等 价 规则 ,命题 “ 非 1“ 等 价 于 
Ize 下) 非 C 了 yy EE Dpr wrtE RYyE DB plry) 
其 中 全 是 双 费 洱 词 , 即 等 价 于 的 意思 ) ,由 后 一 个 式 子 可 知 , 命 题 
“ 非 1 的 会 义 是 : 甲 班 有 一 个 学 生 与 乙 班 所 有 学 生 都 不 同姓 ， 
例 2 数列 {uw} 以 a 为 极限 ,用 e-N 请 言 果 定义 为 : 
“对 任意 的 e>0, 存 在 N>0, 使 对 任何 a> 六 , 恒 有 | 一 4 二 
e”, 这 可 用 多 个 量词 组 合 为 "命题 2*”， 
(Ye OIN > Or Vn ND) ii 一 al<e]). 
于 是 数列 {zs} 不 以 a 为 极限 的 命题 为 非 2“”, 即 
韭 2" 守 (38 守 0) 非 和 {CN OLCVn> ND) en 一 ae 
(de > OVYN > 0 非 [C Yn ND) |a — a|< el} 
(de> OYN>OL In> ND) $B | mal< sj) 
ew OVN > OL In NY) J — al), 
邯 “ 存 在 s 盖 0, 对 任何 点 盖 0, 存 在 ar 使 | 二 一 CE 六 E. 
共 训 上 硬 子 可 见 , 含 有 多 个 量词 的 数学 命题 , 欲 知 其 否 命题 的 
售 叉 , 按 上 述 钙 :四 等 价 规则 ,只 要 将 原 命题 中 的 “站 7” 改 为 "了 ”， 
“ 习 ? 改 为 “ 立 ”, 而 “和 具有 性 质 p” 改 为 "具有 性 质 非 p”. 
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习题 
用 高 斯 消 元 法 解 1 一 4 题 的 线性 方程 组 : 
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2X1 Br 2 I8 =0， 
1 
1. * 1 
FT 2 一 圭一 3， 
1 1 
一 可 下 一 计生 十 27r4 一 站 
2 一 223 十 37r 一 474 一 人， 221 十 3 十 5x 十 2 一 3 
2 ta 一 4 十 2 一 一 3 3 3xz1 十 4rz 十 2 十 3 一 一 上 
“ | 一 324 一 1， ” Xl 十 2x2 十 BX 一 XT 一 首 ， 
一 7zz 十 3 十 工 一 一 3 7 十 9rz 十 守 十 8 二 0, 


Ii—l0rtllzr,—1lr,=0, 
2. 二 4x7; 一 Sr 十 7r1 二 00， 
“32 —3xs 十 32y —2x:—=0, 
[sx 十 一 2xi 十 Bra 一 站 . 
下 列 5~6 题 的 线性 上 方程 织 中 ,pp,g 取 何 值 时 ,方程 组 有 解 , 无 解 . 在 有 
解 的 情况 下 , 求 出 它 的 全 部 解 : 
1 一 3Fz 一 0T 十 2 一 一 1， 
TX Xs 一 2 小 3 一心， 
1 十 5zs 十 ]075 一 2 一下， 
3zr 十 zz 十 疡 rz 十 4r 一 1， 
7. 将 军 点 兵 , 三 三 数 之 剩 二 ,五 五 数 之 则 三 ,七 七 数 之 剩 二 , 问 兵 几何 
【 求 在 500 至 100 范围 内 的 解 1? 
8， 百 鸡 术 : 母 驳 每 只 5 元 ,会 鸡 每 只 3 元 .小 由 三 只 一 元 , 百 元 买 百 殉 ， 
各 买 几 何 ? 


PX1 十 了 十 Tt 二 1， 
与 | 工 十 户 ra 十 XI 二 pp， 6, 


A 1x 二 pr =p!. 


1 0 3 0 
9. 设 4=(， 小 sa- { ) 计算: 24,38,4 十 B24 一 3， 


1 2 
AB— BA 
3 1 1 1 1 1 
10. 设 4 一 |2 1 2|， 一 |2 一 1 0|. 求 48B 一 BA. 
1 2 3 1 9 1 


计算 11 一 2 题 的 年 阵 采 积 


| 地 2 
1 
0 1 | 172 1 一 1 
11. ( ) 12， 一 2 
2 41:9 一 ]】 0 
—1 D 
‘2 —1 0 
| a 
13,. C1.—1,2).1 1 31. 14. ( 
| ma 
[9 2 1 


Fn i 


如 
IS, Cy yy 1 


上 中 
, 本 tr 


1 
Ql 灵 上 人 * Hit 
1 
[4 好 sr 
17, 得 。 
ds] nr Uxmn 
4 0 
1 
避 好 1 lr 
11 1 1 2 
18. 人 0 山寺 0 
Rn Ta nn 交 
1 0 01fe a a 
19. | 一 2 1 ll be 机 
D0 0 1 rl Ce {fy 


20. Ib b bs & 


ec Ca CH Ga 


习题 ”补充 题 答案 95 


21. 已 知 = PAQ ,其 中 


ea er es 
计算 到 ,加 ,4 ma 雯 正 理 数 ). 
22， 计 算 | 一 各 《为 下 整数 ). 
[om 
23. 计算 ( OY “PY (_， 


—sinp cosg 
24. 自 ,B 孵 是 x 阶 和 矩阵. 问 下 列 等 忒 成 立 的 芭 件 是 什么 ? 
(1) (CAT B) = 和 二 34: B+3AB' 十 素 
(C2) (和 十 BB (A 一 BB) 二 A? 一 BB:. 
25， 若 A 日 二 是 4 4C=C4: 证 明生 ,中 ,C 是 问 阶 失 蛛 , 卫 4( 有 + CC) = 
(BtOAACBC) = (BC)A, 
26. 求 平 六 等于零 算 阵 的 所 有 二 阶 邱 阵 . 


1 
27. 求 与 4 二 ( 1 ) 可 交换 的 全 体 二 险 短 阵 . 


1 0 0 
28. 求 与 六 = |0 I 2 | 可 变换 的 合体 三 阶 矩 阵 ， 
D 1 一 2 


29, 已 知 和 是 对 角 元 互 不 相等 的 = 阶 对 角 年 阵 , 即 


a 1 


当时 证明; 与 种 可 变换 的 矩阵 几 是 对 角 
矩阵 ， 

38, 证 明 ; 网 个 a 阶 下 三 钊 宪 阵 的 乘积 们 是 下 三 角 具 阵 . 

31. 证 好: 苗 秋 是 主 邓 了 角 元 全 为 零 的 上 三 角 算 阵 , 则 4 也 是 主 对 前 元 
全 为 零 的 上 二 和 角 弓 阵 ， 
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32. 证 明 : 主 对 角 元 全 为 1 的 上 三 角 候 溢 的 乘积 . 仍 是 主 对 角 元 为 ] 的 
上 三 衣 卉 阵 . 
一 2 ) =-( 2 D0 


:和 算 : 4 , 吾 44 ,各 74， 
4 一 1 一 2 站 1) 


33. 设 4= 人 。 
3 

BB' 十 4B". 

34. 证 明 ;: (4 4 由) 一 和 

35， 证明; 苦 4 和 瑟 都 是 ”= 阶 对 称 怎 阵 , 则 4 十 下,4 一 2 号 也 是 对 称 
矩阵. 

36， 对 于 任意 的 盖 阶 第 阵 4. 证 明 ， 

《1) 六 十 六 ! 是 对 称 和 矩阵 ,四 一 不 ”是 反对 称 短 阵 ; 

(2) 入 可 表示 为 对 和 你 生 阵 和 反对 称 窍 阵 之 各 . 

37. 证 明 : 苦 上 4 和 有 下 都 是 ” 阶 对 称 所 阵 , 则 4 她 是 对 称 矩 阵 的 充 要 条 性 
是 点 与 县 可 交换, 

38.、 说 4 是 实 对 称 和 矩阵 , 旦 42 一 0, 证 明 4 一 如 

39. 已 知 有 4 是 一 个 n 阶 对 称 和 矩阵 ,8 是 一 个 x 阶 反对 称 扎 阵 . 

《1) 问 4 ,号 是 香 为 对 称 或 反对 称 算 阵 ? 

(2) 证 明 : 4B 十 B4 是 一 个 反对 称 算 阵 ， 

40、 求 下 列 矩 阵 的 逆 矩 阵 ; 


名 ”一 六 2 co sin 
» (5 中 { ) 
1 一 5 3 一 sin cosd 
1 2 2 2 3 一 | 
【32 [2 1 一 上 + ‘4d) 1 2 Do: 
2 -了 1 一 | 2 一 2 
1 1 各 站 
1 0 01 
C0) bo 1 nu0 
5 1 1 0; 6 - 
5) 1 tt 0 1 1 
1 1 1 
a 0 0 1 


41， 利 用 道 矩 阵 , 解 下 列 矩 阵 方程: 


2 5 1 1 
GD js=-{ 让 
1 3 1 0 
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(3) 站 


1 1 1 
， 中- 2 
0 0 1 
42， 利 用 送 算 阵 , 解 线性 方程 组 
Xl 十 十 了 一 1， 
| 2zs* 十 2zr 一 1， 
II— Ts 一 2, 
43. 设 4,Bie 为 同 阶 方 阵 . 
(1) 癌 生 满足 什么 条 件 时 ,命题 “ 若 4 下 一 4C, 则 8 一 Ct 消去 律 )" 成 立 ; 
《2) 问 ; 苦于 CC 是 否 必 有 AB 了 AC? 
44, 设 息 ,县 痢 是 5 阶 滤 阵 ; 问 : 于 列 命题 是 否 成 立 ? 车 成 立 , 给 出 证 明 : 
车 不 成 立 , 举 反例 说 明 . 
(1) 车 态 ,8 篆 不 可 道 , 则 有 A 十 8B 也 不 林道; 
£2) 车 4B 可 逆 , 则 4,8 都 可 六 ; 
(3) 著 4 县 不 可 赣 , 则 4, 呈 都 不 可 逆 : 
《4) 车 各 可 北 , 则 上 A 可 道 t& 是 数 ) 
45， 没 方 阵 4 满足 4: 一 4 一 2 一 0 证明; 
(1 4 和 了 工 一 和 都 可 闭 , 并 求 它们 的 逆 和 矩阵 : 
《2) 及 十 ff 和 及 一 2 了 不 同时 可 道 ， 
46。 设 方 阵 态 满足 方程 六 和 一 2 站 十 41==0, 证 明 : 4 十 工 和 各 一 3 都 可 赣 ， 
并 求 它们 的 道 答 阵 , 
47. 证 胡 : 串 逆 的 对 称 矩 阵 的 道 窍 阵 仍 是 对 称 扎 阵 ， 
48， 试 求 上 (成 于 ?二 第 第 阵 可 道 的 充 要 森 媳 ,并 证 明 , 可 道上 (或 下 } 二 
角 息 阵 的 逆 和 矩阵 也 是 上 (或 下 ) 三 角 和 冠 阵 . 
用 初等 上 变 撞 法 求 49 一 53 是 的 征 阵 的 道 ， 


1 2 3 4 
1 2 2 
so 2 3 I 2 
49. 1 —2|. 
?| 1 1 1 一 1 
2 —2 1 
1 0 一 2 一 6 
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1 0 0 0 1 a ar a 
sl. ] 1 0 of 52. 0 1 a a’ 
1 1 1 9 0 a 1 已 
1 1 1 1 0 oO oa 1 
QO 1 [i 如 
0 0 a 站 
53. 了 ; : 其 中 Ga 尖 0 一] ,24 
0 QO OD 1 
Re 间 OO D 
解 54~56 题 的 矩阵 方程 ， 
54. (， jx=(- ,). 
3 4 5 a 
1 2 —3 】 一 3 0 
55， 吾 |3 2 一 4| 一 |10 2 7 了 |， 
2 一 1 性 10 了 & 
I 1 1 1 1 2 3 n 
0 1 1 1 0 1 2 n—1 
5， 0 0 1 1 | 大 一 | 日 0 1 扩 一 这 
D 0 人 | 加 DO 1 


57， 将 下 列 和 矩阵 做 LD 分 解 , 其 中 工 为 主 对 角 元 为 1 的 下 三 角 和 矩阵. 
为 上 三 角 算 阵 ; 


3 100 
1 一 2 
2 3 10 
(2 4 2|; (2) . 
0 2 3 1 
0 1 
0 0 2 3 
人. 用 分 块 矩 阵 的 恨 法 ,计算 下 列 矩 阵 的 滋 积 : 
1300 1 3000 
2 80900 2 .8000 
DA=|0 0 15 11, B=|] ? 1 0 1|; 
0 .023 2 0 1 232 
00311 2 3 311 
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求 4B; 
1 0 1 0 0 101 Do 
0 2 CO—1 go 0 D020 日 站 
27 31 0 0 0|， B=003 00|， 
0 0—2 0 Nyon0—l13 
0 0 0 —2 O00 4 生 2 
求 4B. 


S59, 设 站 是 澡 尖 Nn 和 姑 阵 ,B 是 nxXs 和 矩阵 ,x 是 nn 义 1 詹 阵 ;证 明 ; 4AB=0 
的 充分 必要 条 件 是 B 的 每 一 列 都 是 齐 次 线性 方程 组 4x 二 0 的 解 . 

50. 设 忆 是 nr 阶 可 逆 矩 阵 ,D 是 3Xxn 夭 阵 , 且 
2 


1 
0 0 = Di, 
DD a ": D0D 


C 
试用 分 块 乘法 , 求 一 个 xna 十 3) 纸 阵 4, 使 得 4( 一 工 - 


有 一 


0 
él. 设 4 一 [- ,其 中 四 是 阶 可 递 所 阵 ,C 是 zm 阶 可 道 矩 阵 , 证 明 


4 可 道 , 并 求 47， 

62、 用 和 阵 分 顽 的 方法 ,证 明 下 列 纸 阵 可 道 , 并 求 其 逆 矩 阵 ， 
1 20 900 0 0 0 44 
2 5090 0 00 .78 

oo 3 0 0|; (2) 1 1 1 0 0|, 
0 0010 9 1 100 
lo0 0 0 951 [oo100 
0 a 0 20 102 
0 0 a | 2D13 

Goolool， 
0 0 0 ea | 0 0 10 
a 0 0 ww 0 0 0001 


也 
至 


“63. 设 和 ,了 ,CD 都 是 # 阶 此 阵 ,| 4 天 0.4C 一 人 4. 
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四 


-wap -cal 
CD 


“64 没 4= (0 3 
， 本 D 


[ ] ,其中 B,C 分别 为 二 阶 ,三 阶 可 省 第 阵 , 且 已 知 
BC, 求 4 

+65， 将 n 阶 秆 阵 扩 妇 块 为 

| b 
赴 一 ( e ,小 

其 中 二 ,是 #1 阶 可 道 从 阵 , 如 果 庶 可 送 ; 匡 已 知 机 ，, 试 求 4-'( 这 种 利 
用 472 求生: 的 方法 , 称 为 如 边 法 ). 

“ 66。 利用 65 题 加 边 法 的 结果 , 求 


1 2 3 4 
1 2 2 
23 1 2? 
各 一 12 1 一 |， 了 3 一 
1 1 1 一 1 
2 —2 1 
1 0 一 2 一 6 
的 道 类 和 阵 . 
补充 题 


67. 谍 4, 吾 顽 为 4 和 阶 定 阵 , 口 知 14| 一 一 2.| 且 | 一 3 计算 ， 
0 | 二 48 一 | 02) | 一 ABC3) | (CAB) |;(4) det[ AB); 


C5) | 一 3447 [为 种 的 伴随 算 阵 )， 


T 
68. 设 e 一 01, 一 213)T .一 (一 1, 小 ,0) A==a8 "来 14"| 


59， 设 和 丰 为 4 阶 算 阵 ,已 知 f 有 &| 二 a 关 0,det(| 态 ”1 站). 

70. 设 记 , 昌 均 为 x 阶 和 矩阵 ,了 为 # 阶 单位 矩阵 ,下 列 合 题 哪 汪 成立? 
CA A= |A|=1; (CB) 古本 天 各党 生源 全 月 BVO; 
CC 二 下 则 六 二 I 或 一 J; 

CD) C4 十 DCD 一 (4 一 D(A+D: 

LE) 4 且 可 道 二 4 在 均 可 道 ; (F) | —24" Bi=—2|AI1B|. 
71. 设 a = ta,Bc) .BB 一 (zy ,已 知 
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一 上 4 一 6 
a'p= 1 —2 3 
一 1 2 一 了 
求 e BT. 
72， 设 ea = (zi TB) 已 和 a B=3,B=ap', 
态 二 1 一 B. 证 明 ， 


C1) Bt 一 3 1B 人 守 2 为 正 整 数 )， 

(2) 及 十 2I 成 太一 I 不 可 道 ; 

(3) 态 及 和 十 1 均 可 道 . 

73. 设 和 及 为 3 阶 矩 阵 ; 4| 半 0; 已 知 4' 二 diag(1, 一 1, 一 4), 晶 4BA 上 一 
BA :十 31: 求 B. 

74. 设 nt 阶 和 矩阵 丰满 足 : 47 4 一 工 和 14|<0, 求 |4 十 下 ， 

75. 没 生 为 奇数 阶 可 道 第 阵 , 旦 4 一 上 ,| 4 一 1, 求 1 一 4 

76.、 设 和 ,县 均 为 关 阶 算 阵 , 旦 和 一 臣 , 问 :， 4T《B 14 ' 十 也 7 可 化 简 为 


下 列 哪 一 个 式 于 人 
(A 是 十 于; (B) B+AT'; CC) ATB, 
CD 起 十 坊 ，; 【〔【E) 起 十 BB!; 《FY 昌 间 工 . 


77.， 设 me 一 11:0, 一 1)7 ,为 正 整 数 ,4 一 aa 7, 求 |&I 一 "|. 
78,， 已 轨 4 阶 撼 阵 丰满 中 (21 一 局 B) 有 #4! 一 舍 , 求 起 共 中 


1 2 .3 一 ? 1 20 1 
0 1 2 一 3 0 1 2 9 
B= ， 和 一 - 
DD 1 2 0 01 2 
00 0 1 Do li 
-1 1 1 1 9 
79. 设 县 = 00 21, C= |0 2 32, 旦 4, 下 CC 满足 : 
昌 人 2 日 0 3 
《了 一 中 -BITCT4 一 上 求生 .和 1， 
80.， 设 吾 是 元 素 全 为 1 的 # 阶 (mn 守 2) 矩阵 ,还 明 ; 
(DB! 一 -1B 这 2 为 正 整数 ); 。 (2) (1 一 B) ' 一 1 一 BB 


81. 设 有 A 为 3 阶 实 对 称 兴 阵 , 具 主 对 和 衣 元 全 为 0G,8 二 dagti,1,2), 求 使 
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在 吕 -4 二 汉 可 闻 矩 阵 的 条 件 . 


$82. 已 招 P,A 均 为 阶 咎 阵 , 且 PP AP- diagtly 1 00 有 + 


个 17, 试 计算 14 二 21， 


83. 设 盖 为 器 中 1 之 2 可 道生 阵 . 证 明 : 
《2 CA 一 《0 
(3) [二 六 ) 一” 1 入 ' 全 为 韭 等 常数 ). 


{17 (AY =i 1's; 


84、 计 算 下 列 矩 阵 的 震 : 


ua 1 
1 1 ol” 
0 a 
el I 1 1 {2 
0 说 
0 0 I 
日 9 


0 
1 


uu 


0 


85， 证 有 归 ， 与 任意 的 # 阶 入 阵 可 交 措 的 短 阵 必 是 n 阶 数 量 和 矩阵. 
86. 和 阶 插 阵 生 一 (Ca 的 主 对 角 元 之 和 称 为 起 隆 币 的 庆 , 记 作 tr04), 即 


trtAY 一 yo。 


证 明 : 若 丰 是 襄 Xn 短 阵 ,B 是 nXm 和 矩阵 ;出 
irtaB)Y = triBAaA). 


87. 证 明 : 对 于 任意 的 两 个 n 阶 答 阵 入 和 时, 都 月 AB 一 上 4 关 二， 
88， 若 nt 阶 答 阵 二 存在 正 整 数 &, 使 得 起 一 0, 就 称 六 4 为 窜 等 矩阵 . 
设 蹇 零 矩 阵 4 满足 4 一 De 为 下 整数 7 ,这 证 明 : 1-- 和 44 可逆 ,并 求 其 诈 


矩阵 . 
a 1 0 ou 
0 a 1 
89， 设 及 二 
v0 Da 1 
0 0 0 
时 ,有 求 其 道 矩 阵 ， 
90. 说 


有 道 
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一 】 
一 3 十 了 


gtx) 一 | 
试 求 : 六 和) 8 
91. 证 明 : 主 对 前 元 全 为 1 的 上 下) 三 角 亿 阵 的 道 矩 阵 也 是 主 对 角 瑟 
全 为 1 的 上 (下 ) 三 角 夭 阵 . 
92， 证 明 ; aa 阶 反对 称 矩 阵 可 沙 的 必要 条 件 是 ”为 偶数 ,举例 说 明 =” 为 
侦 数 不 是 a 阶 反 对 称 和 矩阵 可 道 的 充分 条 件 ， 


马 日 
93. 设 P 一 人 [】,4,C 均 为 可 池 征 降 ,证 明 电 本 得, 并 求 惠 - 


94. 证 明 : x 阶 可 效 下 三 角 矩 阵 的 闭 乍 阵 也 是 下 二 前 矩阵 . 

95. 证 明 : ” 阶 炬 阵 4 的 任意 多 项 式 了 04) 与 pt) 可 交换 . 

%6. 证 明 : 车 # 阶 矩阵 站 与 8 可 交 撞 , 则 4 与 各 的 任意 包 项 式 了 (A4) 与 
8tB) 也 可 人 交 撞 ， 


答案 

1. (1.2,2,1}. 2. 《一 8 十 3，2A 十 6 开 ) .上 是 任意 常数 . 

3. 无 解 4，{0, 时 上 时 ho) .是 任意 常数 . 

5. 志 二 1 时 有 无 穷 多 解 : 11 一 总 一 ko, ,让 ) ,其 中 不 .kk 是 任意 常数 


p 一 一 2 时 无 解 1p 天 1 且 p 关 一 2 时 有 唯一 解 :【 一 2 ,ED ). 


2°p+2’ p+2 
2 1 号 一 | 2 一 gg 2 一 4 3 一 9 ， 
6. p 了 2 时 有 唯一 解 : (2,， 避 (1 一 0 2， 
4 基 2 时 无 解 :一 2 且 9 一 2 时 有 无 穷 多 解 :(0, 卫 一 zk 了 本) 是 任意 


常数 ， 
了 ，548,.653,，758，863，968， 
8, CO,25.75), (4,18,78) ,C8,11,81),(12,4,84) 等 . 


7 一 12 7 一 12 
1 ， 4 一 | 上 
4 一? 4 ~7 
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nx .nT 
。 cos -有 Sin 
cosnp sinagy 2 2 
23. . 4 
-—-sinnp cosny; ,AT nT 
8 ? —sin" gps 可 


2 2 
24. 4 下 可 交换 时 成 立 ,一 般 情 况 不 成 立 . 


2 看 人 “)， 其 中 zsr 满 中 关系 ?十 be 二 0. 
一 位 


2 人 站)， 6 为 任 音 党 才 


0 
可 昌 性 

28. 0 cc 2 | aasc 为 任意 常数 ， 
0 五 < 一 扫 


38. 由 4 的 对 前 元 > ea 一 Di 一 1,2, 1 友 ) 及 为 ! 一 和 ,好 可 得 证 
总 二 人 D. 

39，4+ 仍 是 对 称 短 阵 ,B* 当下 为 偶数 时 为 对 称 挫 阵 ,& 为 奇数 时 为 反 
对 称 矩 阵 ， 


| 4 -4 —2 
愉 白 号 一 SI 
40， (人 EF cy- 5 1 
sinp cosy _ 7 1 


【62 


1 
1 
由 
0 
3 2 
] 1 -3 3 
41. C2) 二 | 一 5 -1|; ‘9 ( 让 
6 0 


1 1 T 
42 本 (1 一 3 4 


43, 《1) | 六 | 关 0; (2) 否 . 
44. 《1) 不 成立 ;027 或 立 ; (3) 不 腊 立 14 训 关 人 时 成 立 , 下 二 0 时 不 
成 立 . 


习题 补充 题 管 案 


1 


45. 4 一 于 (4 ES ep 1 一 一 上 4， 


46. (4 十 DD "1 一 一 CA 3D ,C4—31) :一 一 椰 (4 十 站 、 


22 


47， 利用 运算 性 质 和 4 一 4 证明 (4 一 ) 一生 
4 和, 证 明 伴随 和 矩阵 为 上 5 下》 三角 系 阵 ， 


1 0 00 1 -aa 0 
一 1 1 0 0 0 t —a 
sl1. - 52, 
0 1 10 0 0 
0 0 —1 1 rc 0 0 
ov a 站 ls 
lia 0 “a [| |] 
53. 0 lias Ee 0 _ 
位 0 Aas 0 
—1 ~—1 
54. ( 让 
2 3 
1 1 * 
20 一 15 13 
0 1 
S5. |—105 77 一 58 |。 6， ， ， 
一 1532 112 一 87 ” 
0 人 + 
] 0 1 一 > 
5. 0 
1 3 
0 百 1 D 0 2 
1 心 站 0 3 1 0 性 
2 7 
本 1 0 Oili0 可 ] 性 
(2) 6 15 
0 了 了 1908 1 
o 0 共 1|lo。 。 oo 生 


1 
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38. 《1) 


~ 

Tw 

~ 
和 后 


人 


Q 


27 说 
?7D 颁 

3 1 

9 14 

4 8 

4 姜 
一 总 0 
号 总 
0 2 
dd 一 8 


10 


0 

|. 
一 各 
一 生 


59、 将 片 接 列 分 殿 济 上 一 (5 Be 
0， 和 二 {已 1 ,By,; 其 中 上 BB 是 第 -- 列 捷 素 全 为 零 , 其 余 元 素 为 任意 的 六 


5 短 阵 
帮工 ae 
县 -: 
0 
liu! 
2. (3) 总 
0 
2 习 
0 ii2 
(4 | 0 0 
0 0 
n 0 


/2 


一 1 
站 
1 
0 
D 


0 人 吕 17a。 
D * 0 全 
D 0 全 
站 an | 0 | 
0 —1 1 
一 172 —3/2 
D D 
1 D | 
0 1 ] 


63. 对 对 应 分 九 低 阵 黎 初等 行 变换， 第 一 行 左 乘 一 C4 ”新 到 第 二 行 ， 


oa { 


有 
B-! 
wc) 

看 号 - ( 


Cc- 
0 


— We 


) 


-A bw 


一 上 


) ,其中 wa 一 有 
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1 a 1 ， 
67. (01) 一 区 1 (2) 一 6 3) 一半 (和 一面: (5) (一 3) (一 2 
68. 0. 的 .11414| 一 oa， 10 《D) (CE)， 


3 
71. 一 7. 因 为 a8 7 一 > faeT8j, 一 一 2 (一 殷 上 5-3). 
1 1 
32， (1) BB 一 a (B18)B' 一 38. 由 归纳 法 得 ;23 因为 4 = 二 J 一 28 填 8B:， 
所 以 二 十 太一 21 二 《十 287 (有 一刀 一 0; 从 而 1 六 二 21| = 二 0 成 | 一 1| 一 0; 
(3) 由 44-+ 中 二 了 得 | 六 | 04 十 了 天 0 


73, 14| ~2,B=3(4—D :A=347 (4—D)-'=3(1- 二 4") = 


diagt6,2.1). 
74。 |& 十 T= 二 | ATI|A' A|= C1,.A+tI=|A TRIA+| 0. 
75. jiI—Al= IAT—FTi|A = 1 IA ,所 IA|=0. 


76. (BD). 377， 利用 和 一 加 1 六 得 | 一 A" | 一 (一 2")。 
1 站 0 0 
, -2 1 DO v 
T8. A=({2C—B)!'} != - 
一 了 1] 0 
D 1 一 2 1 
1 
J oo 
79. 和 #4 二 [(C 一 B81] 一 0 1 0 :GC 一 Bi'—=diagt2,2,1). 
2 
oa 0 1 


30. C1) 利用 B= 二 a -a ,其 中 ae 一 人 ,1 ,1): 


(2) IB (1 8)=L. 


-] 
81. |AB+I|=1— 2 0,an 关 学 ， 

82. 五 154 十 2 呈 一 所 14 天 十 2 一 dagf3,… 3 2 .2), 两 边 王 行列 
式 , 得 14 十 2 一 3 2" 7 

8 生 ， 利 用 由 一 14|4 1 一 | 本 2 
| 入 | 一 |) 1 一 
性 1| 六 | 太一 1 


| 


tn—1) 
1 2 
B44. 1) 0 1 日 
0 遇 1 
a Cia! Cla ? Cia™? 
0 g” 人 an 1 Cia 
(2) 
如 0 要” 人 
[0 各 0 ” 


85， 设 4 一 (oa ):(1) 取 吾 ;一 diag(0，…-… .0411.10.90) 4 由 天 :入 一 和 4, (i 一 
1 得 证 本 一 0 六 有 一 1:2 1 和， (2) 表 证 1 二 aw 二 和 二 Won 
87， 证 明 有 8 一 4B 的 主 对 角 元 之 各 等于零. 
B88， 利用 CI 一 站 ) CI 十 入 十 下 十 一 十 二 十 41) 二 J 一 和 二 了 可 知 了 一 站 
可 送 , 并 得 其 道 盾 阵 (4 一 五 -一 各 十 二 -十 … 洁 于 十 开 
Cab) Ce 一 区 Ca 一 从" KG 一 区 


0 Ca Otab! Gta" 
$9 0 0 (a—i)" Cita—b)" ! 

0 0 0 《一 是) 
1 —Clta—p! CC COED [— CL Cu 
0 ] —C lm! LCIR—Cit—D 7] 
0 0 1 —C lia—b)-! 

0 9 0 1 
Ca 
+: 1 一 4 0 0 

90. FC4)=( 小， #4)=—(, 路 


91. 对 和 矩阵 的 阶 数 优 数 学 归纳 法 ,并 用 分 块 的 方 活 证 明 结论 对 半 阶 纯 
阵 成 立 ， 


CA 1 0 vo 
1 和 过 一 一 入 1BC 一 
92. 例如 ，。 _，。 6 93. ( ， ) 
站 D0 0 


94， 证 鞭 辣 91， 


线性 方程 组 


. 这 一 章 的 中 心 问题 是 讨论 线性 方程 组 的 解 的 基本 理论 ,也 就 

是 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 和 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充分 必要 
条 件 以 及 它们 的 解 的 结构 . 前 一 章 介 绍 的 高 斯 消 元 法 虽然 提供 了 
求解 线性 方程 组 的 一 种 基本 方法 ,但 是 它 并 没有 告诉 我 们 线性 方 
程 组 4&x* 一 # 的 增 广 矩阵 (4 满足 入 各 条 件 时 ,由 消 元 步骤 将 
《4 ,5) 化 成 的 阶梯 形 矩 阵 (C,d 中 的 以 + 必定 等 于 零 ( 即 线性 方程 
组 有 解 ). 此 外 ,采用 不 局 的 清 元 步骤 所 得 到 的 阶梯 形 和 矩阵 的 非 零 
行 的 行 数 是 否 唯 一 确定 ( 即 自 由 未 知 量 的 个 数 是 否 礁 一 确定 )? 求 
解 时 ,自由 未 知 量 可 以 有 不 同 的 选择 ,那么 对 不 同 自 由 未 知 量 求 得 
的 全 部 解 的 集合 是 否 相 等 9 为 了 探讨 这 些 问题 ,并 给 出 明确 的 结 
论 , 需 要 引 人 nn 维 向 量 的 概念 ,定义 它 的 线性 运算 ,研究 向 其 的 线 
性 相关 性 ,进而 引出 矩阵 的 秩 的 概念 , 本 章 概念 密集 ,难点 较 多 , 读 
者 要 仔细 领会 ,深入 钻研 ,学 好 上 一 章 和 这 一 章 将 为 学 好 线性 代数 
打下 坚实 的 基础 . 


3.1 nn 维 向 量 及 其 线性 相关 性 


在 空间 解析 几何 学 中 ,我 们 利用 向 其 工具 讨论 过 三 元 齐 次 线 
性 方程 组 
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A TT 十 Gots — 0, 
re | Roda + das rs = 0， i3.1) 
Al Ts 十 as = 0. 


的 解 的 儿 何 解释 , 记 -: 个 方程 的 系数 向 量 5 即 平面 的 法 向 量 ) 为 
@, = da task (i 1.2,3), 


或 简 记 为 
al 一 【alycpyany ft = 1 .2 3)， 
线性 方程 组 (3. 1) 的 任 -个 解 记 作 回 量 形式 
X= TI 十 7 了 十 7 或 x 二 【Pileory)， 
那么 ,线性 方程 组 的 解 向 量 * 与 el ,a; ,a. 部 重 直 (后 点 积 为 0). 央 
此 ,0 如 果 a ,qz sa; 不 共 面 ,只 有 零 向 量 与 三 者 都 和 正直 , 即 线性 方 
程 组 (3.1) 只 有 有 零 解 ;Ci 如 果 m ya :as 共 面 .但 不 共 线 , 则 与 该 平 
面 垂直 的 向 量 都 是 (3. 1 的 征 向 量 , 故 (3.1) 有 无 黎 多 个 彼此 平行 
的 解 向 量 ; (iiiy 如 果 a ,es ,om 共 线 , 则 过 原点 且 与 该 直线 慰 直 的 平 
面 上 的 全 体 疝 量 都 是 (3. 1) 的 解 向 量 , 这 时 任 一 解 向 量 可 表示 为 
T= kX 二 Rx, 

其 中 x 和 x 是 线性 方程 组 (3.1) 的 某 两 个 不 共 线 的 非 零 解 向 
基 ,RsRs 为 任意 常数 . 

对 于 元 线性 方程 组 Ax = 二 上 ,如 集 把 系数 矩阵 和 增 广 短 阵 的 
每 一 行 也 厦 做 一 个 向 量 , 并 像 王 维 几 和 何 阿 量 那样 定义 它 的 加 法 运 
算 和 数 乘 向 其 的 运算 , 财 么 线性 方程 组 的 解 的 情况 也 取决 于 4 和 
(有 ,5) 的 所 有 各 行 的 向 是 在 加 法 和 煞 瑟 运算 下 的 相互 关系 . 

现在 ,我 们 先 站 入 维 向 量 的 概念 ,定义 它 的 线性 运算 ,并 计 
论 向 其 的 线性 相关 性. 

定 尽 31 数 战 玉 上 的 nn 个 数 z116z 0 va 构成 的 有 计数 组 ， 
称 为 数 域 玉 上 的 一 个 元 向 量 ( 以 后 常 称 n 维 向 量 }, 记 作 
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其 中 a, 称 为 a 的 第 i 个 分 量 ， 
向 其 写作 (C3. 2 的 形式 , 称 为 行 向 量 : 向 量 写作 列 的 堪 式 (也 用 
汗 阵 的 转 淖 记号 表示 ) 
a = (os sr sd)! (3.3) 
称 汶 列 向 量 ((3.2),{3.3) 式 的 圆 括 号 也 可 用 方 括 与). 
数 域 下 上 全 体 n 元 向 量 组 成 的 集合 , 记 作 疡 ". 
定 兴 3.2 设 a 一 (alyereav) 月 一 (PP 了 
大 EF, 定义 : 
Ci a =B, 当 HQ a =h (1 ), 
0) 向 其 加 法 (或 a 与 8 之 和 ) 为 
a B= (a brras — ber ya + bs 
5iiiy 向 量 的 数量 乘法 (简称 数 乘 ?为 
ka = (ha has ba), 
ka 称 为 向 量 e 与 数 & 的 数 莉 乘积 . 
在 定义 3.2 的 (ii) 中 ,了 到 天 一 一 1 得 
[ee {3. 4) 
《3.4) 式 右 端 的 向 量 称 为 的 负 向 量 , 记 作 一 a .向 量 的 减法 定义 为 
B—a=p+i+(—e). 
分 量 全 为 零 的 7 维 向 量 (0,0,…,0) 称 为 n 维 零 疝 世 . 记 作 0。 
或 简 记 0. 
上 述 在 启 中 定义 的 向 量 加 法 和 数 飞 运算 称 为 向 量 的 线性 运 
算 . 设 2,B ,7 EF ,1,k,LEF, 用 定义 容易 验证 它们 满足 下 列 8 条 
运算 规则 ; 
(1) ae 十 有 = 有 十 ae( 加 法 交换 律 ); 
(2) (Ce 1B 十 7 二 a 十 {BY ) 《加 法 结合 律 ); 
(3) 对 任 一 个 向 量 a ,有 ea 十 0, 一 a: 
《6) 对 人 尾 一 个 向 量 a ,存在 负 向 量 一 g ,使 十 (一 KJ) 一 由 
(5) la 一 如 
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(6) (a ) 一 (kl)a { 数 蔷 结合 律 ); 

《7) (a 十) 二 ka 十 kB ( 数 鲜 分 配 律 }; 

(8) (十 Da 一 ka 十 La ( 数 恬 分 配 律 ). 

除了 上 述 8 条 运算 规则 ,显然 还 有 以 下 性 质 : 

(1 0 0 一 相关 0 一 0.( 其 中 0 为数 零 ,£ 为 任意 数 ); 

《2) 车 如 一 0,, 则 或 者 有 一 0, 或 者 a 一 0,; 

《3) 向 其 方程 a 十 x 二 8B 有 唯一 和 解 x 二 BR 一 2. 

定 光 3.3 数 域 下 上 的 全 体 元 向 量 ,在 其 中 定义 了 十 述 向 
量 的 加 法 和 数 乘 运算 ,就 称 之 为 数 域 下 上 的 呈 维 向 最 空间 , 仍 记 
作 严 , 当下 一 及 《实数 域 ?) 时 ,叫做 二 维 实 向 量 空间 , 记 作 束 ". 

定 广 3.4 设 wE 天 ,EEC 数 域 1 人 一 1,2 ,mm) ,风向 量 


STRa = ki + Re 人 d+ 于 去 
称 为 向 量 组 al ,22，…;an 在 数 域 上 的 一 个 线性 组 合 . 如 果 记 
B= 2 上 &. ,就 说 8 可 由 a 1 可 2 9 全 和 线性 表示 (或 线性 表 出 )， 


向 量 的 线性 相关 性 是 向 量 在 线性 运算 下 的 一 种 性 质 , 它 是 线 
性 代数 中 极 重要 的 基本 概念 . 为 了 更 好 地 理解 这 个 概念 ,我 们 先 讲 
一 下 它 在 三 维 实 向 量 中 的 某 些 几 何 背 景 ,然后 给 以 一 般 定义 . 

车 三 个 非 零 向 量 m yas es 共 面 , 则 其 中 至 少 有 一 个 向 量 可 由 
另 两 个 向 量 线性 表示 ,如 图 3.1 中 :as 一 站 ai 十 如 ez， 图 3.2 中 : 
呈 一 0as 二 wm 二 者 都 等 价 于 :存在 不 全 为 0 的 数 有 ,ssRa ,使 
km 二 十 有 0 一 0 车 oazyas 不 共 面 (如 图 3. 3) 则 任 一 个 
向 量 都 不 能 由 另 两 个 向 基线 性 表示 , 即 只 有 当 怀 ,和 ta 全 为 
时 ,本 有 大 后 十 开本 十 忆 ar 一 由 

上 述 三 维 向 量 在 线性 运算 下 的 性 质 { 即 :一 组 向 量 中 是 否 存 在 
一 个 向 其 可 由 其 余 向 景 线性 表示 ,或 是 否 有 不 全 为 0 的 系数 使 向 
量 的 线性 组 合 为 零 向 量 ) ,就 是 向 量 的 线性 相关 性 ， 
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定 迪 35 如 果 对 mm 个 向量 oi ,zs… san 所 FF 有 im 个 不 全 为 
零 的 数 请 1 ,ko ,… ,上 ,全 下 ,使 
ka + Ret + "+ ad 一 由 (3.52 
成 立 ; 则 称 ea sr rm 线性 相关 $ 否则 , 称 al 9 证 2 ”9 星 mm 线性 无 关 . 
读者 要 注意 定义 中 “和 否则 ”一 词 的 含义 ,这 里 是 指 :" 没 有 不 全 
为 零 的 数 和 ,ko 上 和合 (3.5) 式 成 立 ”, 也 就 是 “只 有 当 如 ， 
sk 全 为 者 时 , 才 使 (3.5) 成立 ” 即 * 若 (3.5? 成 立 , 则 入， 
Re 必须 全 为 零 ”. 
以 后 ,0, 常 简写 成 和 ,注意 不 要 把 0 向 量 与 数 0 混 清 . 
定理 3.1 向 重组 wm ,oantm 之 2) 线 性 相关 的 充分 必要 
条 件 有 是 wwz ,… ,a, 中 至 少 有 一 个 向 量 可 由 其 余 台 一 1 个 向 量 线 
性 表示 . 
证 ” 设 w ;mz ，…* ,a 线性 相关 , 则 存在 mm 个 不 全 为 0 的 数 到 ， 
古人 使 
1 十 -天 wz 十 … 十 大 wm 一 站 . 
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不 般 设 已 天 0 于 是 由 向 量 的 线性 运算 规则 得 
Rs k, RE 
| 一 下 站 2 | 如 3 EI i , 
必要 性 得 证 , 再 证 充分 性 ,不 妨 没 gi 可 有 几 ay ya ;，… ,9m 线性 表示 ， 
县 


a od et 
于 时 有 


lo 一 太一 和 2 一 一 人 0 一 和， 
显然 1 一 局 .一 ty 一 nm 不 企 为 0 故 a ,aa 线性 相关 . 二 
定理 3.1 的 等 价 傅 题 ( 道 和 理 傅 题 )] 是 :向 量 组 al，wz，…，an 
Cm 之 2) 线 性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 其 中 任 一 个 向 量 都 不 能 由 其 
余 向 量 线 性 表示 . 
例 1 设 4 维 向 量 6, 一 (0,…,0,1,0,…,0), 即 第 i 个 分 量 为 
1;, 其 余人 分 六 为 9; 则 1 ,6 是 线性 无 美的 
证 设 存 在 nn 个 数 上 ,ks 使 
kl El TT ke Ez 十 "十 记忆, 二 人 0， 
即 
tk sks sk,) = 0, 
则 必须 外 一 名 一 一 下 一 0 故 和 人. 线性 无 关 . 
以 后 .我 们 把 ee 称 为 基本 向 量 . 因为 产 中 任 一 个 向 
量 z -fear 部 可 卯 Byss ,… ,8 线性 表示 , 即 
Oo a Et ds es -| dE. 图 
例 2 包含 零 癌 量 的 向 量 组 是 线性 相关 的 . 
证 设 向 量 组 m ,@e esf 其 中 o 二 0) 于 是 在 在 不 全 为 零 
的 数 1.0,… 0, 使 
Te 十 日 本 二 Ow, C=, 
故 w ,es ao 线性 相关 ， 
根据 定义 3.5: 读 者 不 难 证 明 :单个 何其 ce 线性 相关 {( 死 关 ), 当 
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且 仅 当 a 为 宕 问 量 5 非 鹤 加 其) 

例 3 如 果 问 量 组 am ，,… as 中 有 一 部 分 向 量 线 性 相关 ; 则 
整个 向 量 组 也 线性 相关 . 

证 ”不妨 设 a ,srrog Gj 之 mn 线性 相关 ,十 是 有 不 全 为 零 的 
数 Rl ;由 2 + 使 

kia :kam | | Ea, = 
具 而 有 不 全 为 零 的 数 色 ,8 … ,10.……,0 使 
Rio 二 Rea 上 Ea Om 二 二 0a, 二 0, 

故 e ,as .… a, 也 线性 相关 ， 

与 例 3 等 价 的 命题 ( 邵 揽 和 否 命题 ?是 ;如果 四 :oa 线性 无 
关 , 则 其 任 一 部 分 向 量 组 由 线性 无 关 . 

总 之 ,向 量 组 部 分 线性 相关 , 则 整体 也 线性 相关 ;整体 线性 无 
关 , 则 任 一 部 分 都 线性 无 关 . 

需要 注意 ,定理 3. 1 不 能 理解 为 :线性 相关 的 向 量 组 中 ,每 一 
个 向 其 都 能 由 其 余 向 量 线 性 表示 . 例如,a =(0,1)，o 一 (0, 一 2)， 
a 一 (1,1) 是 线性 相关 的 (因为 其 中 ,az 线性 相关 ) ,但 a; 不 能 由 
a ,as 线性 表示 , 即 对 十 任意 的 各 ,ks ,都 有 a3 子 纪 a 十 m- 

如 果 黄 个 韭 零 向 量 & = (a ae) 有 一 (线性 相关 ， 
则 必 有 全 不 为 零 的 数 外 名 ， 使 

ki 二 Ek: B= 0. 

从 而 a 一 上 有 , 即 a 一 P(t 二 1 , 即 a 与 B 的 x 个 分 量 成 比例 . 

定理 4.2 设 w yy 世 启 , 其 中 


姓 ] 一 {ard rmt)! 
六 一 Cay 1 tus dn 
= 
站 一 Ca thar sr yt), 


则 向 量 组 om .ae:，…a- 线性 相关 的 充分 必要 条 件 导 齐 次 线性 方 
程 组 
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4xY 一 出 (3. By》 
有 非 零 解 , 其 中 
ll] 好 12 好 1 并 1 
[7 好 
瘟 一 Ca + 性 3 9 "st ) 一 相 人 » 让 二 ™? 
nl 经 民 全 加 
证 设 
TI 二 rae 二 re 一 小 (3,7) 
即 
1 lz tl 
好 21 ， Ha Qa D 
XI 十 | 二 |= .|- {3.8) 
Hil Le nr 0 


将 (3. 8) 式 左 端 作 线性 运算 ,再 与 其 右 端 相等 , 即 得 线性 方程 组 
(3. 6). 因 此, 邵 困 a@ ,aa 线性 相关 ,就 必 有 不 全 为 零 的 数 zx ， 
Ta Tr 使 (3.7) 式 成 立 , 即 齐 次 线性 方程 组 (3. 6) 有 非 零 解 ; 反 
之 ,如 果 线 人 性 方程 组 (3. 6) 有 非 零 解 ,也 就 是 有 不 金 为 零 的 数 xz ， 
zz 使 (3.7) 式 成 立 , 故 wm as ,…:w 线性 相关 . 定理 得 证 ， 莉 

定理 3.2 的 等 价 命题 是 : a ,qs ,… ,a, 线性 无 关 的 充分 必要 条 
件 是 齐 次 线性 方程 组 (3. 6) 只 有 零 解 . 

在 定理 3.2 中 ,如 果 ”<r, 由 高 斯 消 元 法 可 知 ,线性 方程 组 
《3, 6) 求 解 时 必 有 自由 未 知 量 , 即 必 存 非 零 解 . 因此 ,任何 十 1 个 
2 维 向 量 都 是 线性 相关 的 . 所 以 在 E” 中 ,任何 一 组 线性 无 关 的 向 
其 最 多 只 能 合 n 个 向 量 . 

定理 3.3 若 向 量 组 ai :02 "0 线性 无 关 , 而 Bai ya ,a 
线性 相关 : 刚 有 可 由 sa， a + 全 线性 表示 , 且 表 示 靶 唯一 . 

证 因为 8 + 9 人 2 9 人 线性 相关 ,所 以 存在 不 全 为 零 的 数 
并， 使 得 
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kB RI 四 十 Ra as 十 十 有 ai = 0， (3.9) 
其 中 & 关 0 如 果 有 一 0, 则 由 al oa ov 线性 无 关 和 得 Ra 
必须 全 为 零 , 这 与 有 ,pi ypzy 不 全 为 零 示 慎 ) ,于 是 有 可 由 al， 
2 +" 线性 表示 为 

B= 一 名 a 一 名 gs 一 一 外 a 

再 证 表示 法 唯一 , 设 有 两 种 表示 法 ; 
B= ts wd" 才 do, 
二 及 人 | 十 二 2 Ga 十 … 十 和 在 


于 是 
Ch OA (ts 一 下 We 十 十 (一 下 区 一 有 
由 于 mm yez ya 线性 无 关 , 所 以 必 有 
ti—hi=0,Bi =i, i= lm rs 

故 户 由 a sr 全 线性 表示 的 表示 法 唯一 . 全 

由 定理 3.2 和 定理 3. 3, 立 即 可 得 下 面 的 推论 . 

推论 ”如果 F" 中 的 个 向 量 al oa ov 线性 无 关 , 则 严 中 
的 任 一 向 起 可 由 aiyas ,os 线性 表示 . 且 表 示 法 队 一 . 

和 例 4 设 和 二 (1 一 1,1),as = 二 (1 ,2,0) ,0 一 (1],0,3),a 一 
《2 一 7). 

问 : (1) eye yo 是 否 线性 相关 ? (2) as 可 和 否 由 Ql 1az yas 线 
性 表示 ? 如 能 表示 求 其 表示 式 . 

解 (1) 根据 定理 3.2, 将 @ ,as as 设 为 列 向 量 , 作 和 矩阵 


1 1 1 
有 二 (afyafsQ)= | 一 1 2 0|. 
1 0 3 
用 高 斯 消 元 法 易 得 方程 组 4x 二 0 只 有 零 解 , 故 ei,ez'es 线性 


无 关 . 
2) 根据 推论 9 全 4 可 由 @ + 3 大 和 线性 表示 ;及 表示 法 唯一 , 设 
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T1 8&I 十 了 se 十 -rats 一 个。 


即 T1111 ir (tl.2,.0)+ z(tl .0.3)=(2,—3,7). 
于 是 得 
[ 1 1 2 
一 | 一 1 2 Ollzr!1= |—3 
1 oo | = | 了 
即 4x 一 a, 解 此 方程 组 得 唯一 解 : zi 一 1 一 一 1:zs 一 2 故 
om 一 的 一 胞 十 二 台 ， 
例 5 设 向 量 组 ow ,eras 线性 无 关 , 又 有 一 al ez 十 2ws 记 一 
Ql Pa 一 站 十 & ;证明 :Bp :8B; 线性 相关 . 
证 思路 是 ,由 1 Pi zy PB: + x 及 一 推出 TL sr + Ty 不 全 
为 零 . 
设 


< 


T T 
(gl al 3 三 1 » Tn a 


Ta 


1 而 十 zi 记 十 zs 局 一 个 《3. 10) 
即 
TI 二 Ta 二) 一 由， 
{Xi 二 二 Ta) 二 CT x) oz 十 (2rl 十 了) 03 一 小 . 
由 于 ei sm sas 线性 无 关 , 上 式 系 数 必 须 全 为 零 , 于 是 得 
| 十 十 光一 日 


I 一 之 3 一 Os 

271 十 Ty 一 也. 
容易 解 得 此 方程 组 有 非 零 解 (一 1, 一 1,2) ,因此 ,有 不 全 为 零 的 
zz 使 (3, 10) 式 成 立 , 故 记 ,让 ;局 线性 相关 ， 是 


利用 定理 3.2 的 结论 容易 证 明 ;如 果 一 组 维 向 量 ai ,as .…， 
&, 绕 性 无 闫 ,那么 把 这 些 向 量 各 任意 深 加 个 分 量 所 得 到 的 新 向 
量 (n 十 9 维 ) 组 er ,地 ,pa 也 是 线性 无 关 的 ;如 果 &) ve， ,a 
线性 相关 ,那么 它们 各 去 掉 相间 的 车 干 个 分 鞭 所 得 到 的 新 闻 量 组 
也 是 线性 相关 的 , 事实 上 ,对 于 
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入 = a B= (a a sd ), 
其 中 ei ,oa2，…,a” 是 分 别 在 a1 ,es,…' ,a 后面 尾 加 x 个 分 量 .如 
果 m ,a ,… ,a 线性 无 关 , 即 齐 次 线性 方程 组 Ax* 一 0 只 有 零 解 , 则 
Bx 一 0 显然 也 只 有 零 解 ( 即 &y saz ,…,a; 也 线性 无 关 ); 反 之 ;如 
果 ar ,oz ，… ,a 线性 相关 , 即 Bx 二 0 有 非 零 解 , 则 Ax= 二 0 也 有 非 
零 解 ( 即 e yes ,ae, 也 线性 相关 ). 
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这 一 节 , 我 们 利用 和 疝 量 的 线性 相关 性 的 概念 ,来 定义 “向 其 组 
的 秩 ”, 并 讨论 一 个 向 重组 中 线性 无 关 的 向 量 最 多 有 和 多少 个 . 

向 量 组 的 秩 也 是 一 个 重要 的 概念 , 先 看 一 个 例子 . 

在 及 ' 中 ,给 定 4 个 共 面 的 向 量 a ,as ,as ,oy (如 图 3.4 所 示 )， 
它们 显然 是 线性 相关 的 ,但 它们 中 存在 两 个 线性 相关 的 向 基 ,而 且 
任 一 个 向 量 都 可 由 这 两 个 线性 无 
关 的 向量 线 性 表示 (人 铺 如 :ai yes 
线性 无 关 ,aa 和 az 可 由 &， 和 as 线 
性 次 示 ). 此 外 它们 中 任意 3 个 向 
量 是 线性 相关 的 , 即 它们 中 寿 一 
个 线性 无 关 的 部 分 组 最 名 只 会 
“2” 个 向 量 , 数 “2” 就 叫做 这 个 疝 
景 组 的 秩 . 下面 正式 给 出 向 量 组 的 秩 的 定义 . 

定义 3.6 如果 向 量 组 m ,wz，…,a, 中 存在 + 个 线性 无 关 的 向 
量 , 且 其 中 芷 一 个 向 量 可 由 这 ~ 个 线性 无 关 的 疝 量 线性 表示 , 则 数 
r 称 为 向 量 组 的 秩 , 记 作 秩 {a , 妇 ，…a:) 一 二 

显然 ,如 果 m ,aa，…a, 线性 无 关 , 则 秩 {alyez ya 一 5 只 
含 零 向量 的 向 量 组 的 秩 为 零 . 
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牧 为 7 的 向 量 组 中 ,任意 7 十 1 个 向 量 都 写 线 性 相关 的 . 为 了 
证 明 这 个 结论 和 叙述 方便 ,再 给 一 个 定义 并 证 明 一 个 定理 . 

定义 3.7 如 果 向 重组 ,Pe，…,B, 中 每 个 向 量 可 由 向 量 组 
ayo mw 线性 表示 ,就 称 前 一 个 向 量 组 可 由 后 一 个 向 量 组 线性 
表示 . 如 果 两 个 向 量 组 可 以 互相 线性 表示 , 则 称 这 两 个 向 量 组 是 等 
价 的 ， 

定理 3.4 如 果 向 量 组 户 ,B, ,…: 有 由 可 由 向 量 组 el yes ,ye 
线性 表示 ,里 上 3, 则 肝 , 记 ,有 线性 相关 . 


证 设 B 一 Sh, gt = ly ts, 和 欲 证 局 PB: sp 线 人 性 相 


关 , 只 需 证 : 存在 不 全 为 等 的 数 x ,zxs，…* ,zr 使 得 
zi 和 十 za 所 十 … 十 工 上 一 个 ， {3.11} 
即 


D8, = DD)= DDhr Ye 一 0 
了 一 上 了 = 1 六 -了 t=1 了 一 
当 其 中 mi ,az 0 的 蒜 数 
Vhsr, 一 0， Oo] 2 {3. 12) 
=1 


时 ,(3. 11? 式 显然 成 立 , 而 (3.12) 式 是 i 个 未 知 量 zlyrry yz 的 
齐 次 线性 方程 组 ,由 于 :> 方程 个 数 ) , 故 线性 方程 组 (3. 12) 有 非 
零 解 , 即 有 不 全 为 零 的 mr 使 (3.11) 式 成 立 . 所 以 记 ， 
记忆 线性 相关 . 吧 

我 们 把 定理 3. 4 的 等 价 命 题写 作 推 论 1. 

推论 1 如 果 问 重组 记 ，…, 户 可 由 向 量 组 ia 线性 表 
示 , 且 岂 ，…… 呈 线性 无 关 , 则 :ss 

推论 2 车 秩 {fa a) = 二 r; 则 a ,…* ,a 中 任何 r+ 十 1 个 向 量 
都 是 线性 相关 的 ， 

证 ”不妨 设 a1 ,… ,a, 是 向 量 组 al es 中 的 > 个 线性 无 英 的 
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向 量 , 由 于 该 向量 组 中 任 一 个 向 量 可 由 mm ,… ,a 线性 表 未 ,所 以 由 
定理 3. 4 立即 可 得 其 中 任何 x 十 1 个 向 量 都 线性 相关 . 国 

如 此 ,向 量 组 的 秩 可 等 价 地 定义 为 : 苦 癌 量 组 中 存在 + 个 线 
性 无 关 的 向 朋 , 是 在 何 7 十 1 个 向 量 都 线性 相关 ,就 称 数 + 为 向 量 
组 的 秩 . 

由 此 可 知 , 秩 为 + 的 问 量 组 中 , 任 一 个 线性 无 关 的 部 分 组 最 多 
只 会 7 个 向 量 . 因此 , 秩 为 7 的 向 其 组 中 含有 7 个 向 量 的 线性 无 关 
组 , 称 为 该 向 其 组 的 极 大 线性 无 关 组 . 一 般 情况 下 , 极 大 线性 无 关 
组 不 唯一 ,但 不 同 的 极 大 线性 无 关 组 所 舍 向 基 个 数 是 相同 的 ,如 图 
3.4 中 ,a ,a 和 al .ws 者 是 极 大 线性 无 关 给 . 

推论 3 设 和 铂 1a ye: 一声 , 牧 1p 8 一 r, 如 果 问 量 组 
a 9 BB 可 由 向 量 组 a， Ci 线性 表示 ,到 "Ap. 

证 不 妨 设 a .ao 和 后 ,…:pB. 分 别 是 两 个 向 量 组 的 极 大 
线性 无 关 组 ,因此 有 


w= Pea CG 1). 
又 已 知 本 
B= 3 Qa, = lr 
所 以 ~ 
Be = Dos (Ye, os) = (Focs Yo,, 
即 B,，… ,有 可 由 a ,… ,a 线性 表示 ,于 是 由 推论 1 可 得 rs 国 
由 推论 3 立即 可 得 ,等 价 向 量 组 的 秩 相 等 


关于 和 如何 求 向 量 组 的 秩 及 其 极 大 线性 无 关 组 ,在 下 一 节 再 作 
介绍 . 


-一 
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3.3 ” 钴 阵 的 秩 “相抵 标准 形 


对 于 矩阵 和, 我 们 把 它 的 每 一 行 ( 列 ? 称 为 各 的 一 个 行 ( 列 ) 向 
晤 ,把 和 & 的 行 ( 列 ) 向 其 组 的 秩 称 汶 的 行 ( 刚 ) 秩 .显然 .mxn 秆 
阵 4 的 行 秩 乏 闫 , 列 穆 委 并 

阶梯 形 皇 阵 


[lo 0 0 0 0 
(上 其 中 al 天 Da 天 Daa 天 0 的 行 秩 一 3. 列 铁 =3, 这 是 因为 : 把 各 
接 行 和 按 列 分 珊 为 


各 一 A= (BRB,B: .P,P,}, 


则 ; (7 由 i 二 xz qs 十 zz ;一 00 可 推出 数 zi ,zi ,zi 必须 全 为 
零 , 故 a ,mos 线性 无 关 ,而 mw 一 0 因此 4 的 行 秩 等 于 3. 

(iiy 由 记 十 ys 记 十 yi 遍 二 0 可 推出 数 六 必须 全 为 
零 , 故 所 ,BB; ,BB 线性 无 闫 ,又 易 见 生 的 尾 意 寺 个 列 向 基 都 线性 相 
关 { 因 为 任意 4 个 三 维 向 量 都 线性 由 关 ) ,因此 入 的 列 秩 也 等 于 3. 
由 此 讽 我 们 可 得 一 般 的 铺 论 : 阶梯 形 和 矩阵 的 行 秩 等 于 列 秩 ， 
其 值 等 于 阶梯 形 答 阵 的 非 零 行 的 行 数 . 

用 高 斯 消 元 法 解 线 性 方程 组 4&x 一 声 的 消 元 步骤 ,是 对 增 广 证 
阵 (4 .的 做 初等 行 变 镍 将 其 化 为 阶梯 形 扰 阵 , 而 补 等 行 变 换 的 倍 
习 , 信 加 变换 实际 是 对 行 向 量 做 线性 运算 ,因此 ,我 们 需要 研究 初 
等 变换 是 否 改 变 矩 阵 的 行 秩 和 和 列 覆 . 
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定理 3.5 如 景 对 乍 阵 4 做 官 等 行 变换 将 其 化 为 召 , 则 呈 的 
行 秩 等 于 各 的 行 秩 . 

证 ”只 需 证 明 每 做 - :次 倍 乘 . 英 如 和 对 换行 变换 , 答 阵 的 行 秩 
都 不 变 . 

设 A 是 mxXxn 拓 阵 , 和 4 的 x 个 行 问 量 记 作 a yas wen 

ti) 对 换 4 的 菜 岗 行 位置 ,所 得 到 的 矩阵 B 的 mr 个 行 向 其 仍 
是 4 的 mm 个 行 向 量 , 显 然 召 的 行 秩 等 于 4 的 行 秩 . 

《iiy 把 有 的 第 i 行 冬 非 零 常数 c 得 吾 , 则 呈 的 六 个 行 癌 攻 为 
triyazywwyceiyyoan 显然 吾 的 行 向 量 组 与 4 的 行 向 量 组 是 等 价 
的 ,根据 定理 3.4 的 推论 3, 刀 的 行 秩 等 于 4 的 行 秩 . 


公 ! 衬 ] Ba 
&; 广 ， a 
t 行 滋 = 
i A= | : |— : i : | 一旦 
《iny 如 :| 到; 行 : 记 作 
a, ee 十 多 应 
am Qe B, 


显然 , 8 的 行 癌 量 组 可 由 为 的 行 向 晤 组 线性 表示 , 区 a 一 
BCE 了 站 1 一 一 只 ,十 BB; 所 以 A 的 行 向 量 组 也 可 由 B 的 行 向 景 组 
线性 表示 ,因此 入 与 吾 的 行 秩 也 相等 . 三 

由 定理 3.5 可知, 对 线性 方程 组 4&x 一 户 的 增 广 矩 阵 (4,b) ;不 
论 怎 样 做 初等 行 变换 将 其 化 为 阶梯 形 算 阵 ,其 非 零 行 的 行 数 都 等 
于 (4, 世 的 行 秩 . 

初等 行 变换 也 不 改变 矩阵 的 列 称 , 这 是 因为 : 

定理 3.6 对 年 阵 4 做 初等 行 变换 化 为 B, 则 和 4 与 BB 的 任何 
对 应 的 列 向 其 组 有 相同 的 线性 相关 性 , 即 


惹 等 行 窑 换 
站 二 (as re 一 一 一 一 《总 ,有 四 一 加 ， 
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则 列 向 量 组 &, :we 与 和 
?2 有 相同 的 线性 相关 性 . 

证 对 4 做 初等 行 变换 化 为 下 ,就 是 用 若干 初等 阵 Pi、… ,PP， 
堪 乘 4 使 之 等 于 8, 记 了 PP 一 P,…P.P,, 则 有 


了 4 一 加. 
从 而 
Pa,=¢¥;,, /i= 1,2.,n. 
取 
和 一 (ai ay 
再 一 (有 
本 一 《Fu pT }'， 


则 齐 次 线性 方程 组 太一 0 与 Bi 一 0( 即 PA,xl 一 如 量 然 是 同和 解 
方程 组 . 因此 ,根据 定理 3.2 即 得 4, 与 B 的 列 向 量 组 有 相同 的 线 


性 相关 性 . 加 
定理 3.6 也 提供 了 求 向 量 组 的 秩 及 其 极 大 线性 无 关 组 的 一 个 
简便 而 有 效 的 方法 . 


例 1 设 向 量 钥 :a 二 (一 1, 一 1,0,0)7 ,a 一 (1,2,1, 一 1)"， 
二 《0414 一 21)Tygy 一 (113,2,1)T,85 一 (2,68,4, 一 1)", 试 求 向 
鞭 组 的 秩 及 其 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,并 将 其 余 向 其 用 这 个 极 大 线 
性 无 关 组 线性 表示 . 

解 ” 作 钝 阵 并 一 (el yaryaayadya5) 如 果 向 量 以 行 向 量 给 出 ， 
也 按 列 向量 作 和 矩阵 4) ,对 上 做 初等 行 变换 将 其 化 为 阶梯 矩阵 , 即 

一 1 1 0 1 2 
一 1 2 1 3 6 
0 1 1] 2 4 
0 一 1 一 1 1 一 ! 


六 二 
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1 一 1 0 一 1 一 2 
中 x( 一 D 10 1 1 2 4 
加 十 吕 0 1l 1 2 4 
站 一] 一 1 1 一 1 
1 一 10 一 1 一 
合十 团 x 1 |0 1 1 2 | 
辕 十 加 0 gg 0 0 0 
0 0 0 3 3] 
1 一 1 0 一 | 一 2 
@x 寺 0 11 2 14 
BD 10 0 0 1 l 
c dQ 0 总 0 
1 一 100 一 1 
人 号 十 加 0 ] 1 0 2 
二 全 XX{ 一 2) 0 站 六 工 1 
0 0 0 0 0 
1 0 1 0 1 
D+ 10 1 1 0 2 
0 .00 111 = 
0 0 0 0 0 


把 上 而 最 后 一 个 阶梯 矩阵 百 记 作 ( 吕 ,号 区 总 革 )、， 

易 见 绸 ,5 是 曲 的 烈 向 其 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,所 以 
gi raz ya 也 是 44 的 列 向 量 组 的 一 个 极 太 线性 无 关 组 , 故 秩 {a ,cs， 
0 一 3, 令 

1 在] 十 Te We 十 工人 一人， 
了 

用 高 斯 消 元 法 解 这 两 个 线性 方程 组 ,可 利用 阶梯 矩阵 UU, (如 

后 者 可 用 上 VU 的 第 1,2,4,5 列 ) ,得 到 它们 对 应 的 同 解 线性 方程 组 . 
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:一 站 十 安 z， 


人 一 如 十 2 oa. 

如 困 只 汰 求 向 量 组 的 秩 和 各 极 太 线性 无 关 组 ,只 要 对 #4 做 初等 行 变 
撞 将 其 化 为 一 般 的 阶梯 短 阵 ,而 不 必 化 为 行 简化 阶梯 矩 胁 . 
由 定理 3.5 和 定理 3.6 可 以 扒 出 :初等 列 变换 也 不 改 庆生 阵 
的 列 秩 和 和 行 秩 . 因为 对 4 仇 列 变换 就 是 对 和 做 行 灾 换 ,41 的 行 
{ 列 ) 秩 就 是 生 的 列 ( 行 ? 秩 .于 是 绑 上 就 有 下 而 的 定理 ， 

定理 3.7 初等 变换 不 改变 乍 阵 的 行 秩 和 列 秋 ， 

由 定理 3.5 和 定理 3.6 还 可 推出 不曾 的 定理 . 

定理 3.8 筷 阵 上 的 行 秩 等 于 其 列 秩 . 

证 ”对 4 怖 初等 行 变换 和 将 其 化 为 阶梯 短 阵 如 , 则 大 

让 的 行 特 一 U 的 行 秩 
一 U 的 寅 秩 = 4 的 询 秩 . |] 

由 于 握 阵 4 的 行 秩 与 列 秩 相 等 ,所 以 我 们 给 击 下 面 的 定义 : 

定 多 3.8 和 窍 阵 4 的 行 秩 的 数值 称 为 矩阵 4 的 秩 , 记 作 : 
秩 (4) 或 T4). 秩 (4) 一 2 的 关 阶 矩阵 也 称 满 穆 矩 阵 . 

定理 3.9 2 阶 插 阵 4 的 秩 等 于 # 的 充 要 条 件 是 4 为 非 半 蜡 
矩阵 ( 即 14| 关 0)， 

证 若 54) 一 2 则 对 各 低 初 等 行 变 换 可 以 将 其 化 为 有 于 个 
非 零 行 的 行 简化 阶梯 夭 阵 (于 单位 撼 阵 已 ,也 就 是 ,存在 可 道 第 阵 
卫 , 合 P4 一 f, 邵 | 呈 14[ 一 1, 故 14 天 0 反 之 , 若 14| 和 关 0, 则 齐 窒 线 
性 方程 组 4x 一 由 只 有 堆 解 . 即 x 一 上 10 一 0, 故 上 的 = 个 列 向 量 线 


性 无 关 , 即 rt) 一 n. 一 
对 于 一般 的 zr Xn 矩阵 太 , 和 4 的 著 与 六 的 子 秆 列 式 也 有 密切 
的 关系 . 


定义 3.9 矩阵 及 二 (0% ,的 任意 此 个 行 5 es 行 ) 和 和 
任意 上 个 列 忆 5jz ssjs 列 ) 的 变 点 上 的 下 个 元 素 按 原 顺 序 排 成 
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的 站 阶 行列 式 
站 0 ti a iy 
eh oe (3. 13) 
三 a wii [a 


全 7] i M2 


称 为 4 的 阶 子 行列 式 ,简称 4 的 上 阶 子 式 . 当 (3. 13) 式 等 于 零 
(不 等 于 零 ) 时 , 称 为 上 阶 零 子 式 ( 非 零 子 式 }. 当 (3.13) 式 的 
记 一 下 ,1 一 在下 时 , 称 为 秆 的 关 阶 主子 式 . 

如 果 和 矩阵 4 存在 + 阶 非 零 子 式 ,而 所 有 7 十 1 阶 子 式 ( 如 果 有 
r 十 1 阶 子 式 ) 都 等 子 零 , 则 矩阵 4 的 非 鹤 子 式 的 最 高 阶 数 为 ,因为 
由 所 有 r 十 1 阶 子 式 都 等 于 零 可 推出 所 有 更 高 阶 的 子 式 都 等 于 零 . 

定理 3.10 秩 (4) 一 ” 的 充 要 条 件 是 4 的 非 零 子 式 的 最 席 阶 
数 汶 7， 

证 ” 先 证 必要 性 . 设 秩 { 息 ) 二 +, 即 和 的 行 秩 为 ,不 妨 设 4 的 
前 + 行 构成 的 矩阵 为, 的 行 秩 为 7, 其 列 牧 也 为 7; 不 妨 骨 设 4 的 
前 7 个 列 向 量 线 性 无 关 . 如 此 由 定理 3.9 可 知 的 左上 角 r 阶 于 
式 为 非 零 子 式 . 又 因为 4 的 任意 "十 1 个 行 向 基线 性 相关 ,所 以 称 
的 任意 x-1 1 阶 子 式 都 是 零 于 式 ( 因 为 其 中 有 - 行 可 用 其 余 > 行 线 
性 表 志 ) ,因此 ,4 的 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 为 >. 

再 证 充分 性 . 不 妨 设 生 的 左上 角 > 阶 子 式 H4a-[ 关 0, 子 是 和, 可 
闭 , 其 > 个 行 向 基线 性 无 关 , 将 它们 添加 分 量 成 为 4 的 前 > 个 行 疝 
量 , 它 们 也 线性 无 关 ; 而 4 的 任何 7 十 1 个 行 向 量 必 线 性 相关 (否则 
由 必要 性 的 证 明 可 知 4 中 存在 > 十 1 阶 非 零 子 式 , 这 与 题 设 矛盾 )， 
政和 的 行 秩 王 秩 (4) 一 一 本 

综 上 所 述 , 关 于 和 卸 阵 的 秩 的 基本 结论 是 :《1) 抢 阵 的 秩 三 矩 
阵 的 行 秩 == 算 阵 的 列 秩 二 和 矩阵 的 韭 零 子 式 的 最 高 阶 数 ;C2〉 初 等 
变 杭 不 改变 和 矩阵 的 秩 . 
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矩阵 的 秩 对 线性 方程 组 的 解 有 十 分 重要 的 意义 ,在 以 后 两 节 
我 们 将 予以 阐明 ， 
现在 我 们 研究 矩阵 相 如 、 相 磁 沁 后 的 秩 的 情况 : 
性 质 rtA& 十 昌 ) 志 rcA&A) 十 (月 ) 
证 设 和 六 ,8 均 是 加 Xn 矩阵 ,rfA) 二 pI(B) 一 qg,; 将 入 ,8B 按 列 
分 块 为 
自 == ma) B= (BB, ), 
于 是 
B= (apPB est Be tH,). 
不 妨 设 友和 BB 的 列 向 其 组 的 朴 大 线性 无 关 组 分 别 为 ai， 
2 9 rp 和 有.P 于 是 六 十 县 前列 向 甚 组 可 由 向 量 组 wa, ， 
性 表示 ,因此 
fr( 和 六 十 寻 ) 一 各 十 县 的 列 秩 
和 fa Bi pg. 国 
性 质 2 riAB) 寺 mintr(A) ,rtB)) 
证 设 息 , 旦 分 别 是 wm Xn,nXs 和 矩阵 ,将 妃 按 列 分 鼎 , 则 
bn Be 
AB = (ma) | 
Bl Ba 
前 别 向 量 组 7i.… ,7, 可 由 有 的 列 向 量 组 mj,… ,a 线性 表示 ,页 
rcaAB) 一 AB 的 列 秩 达 4 的 列 秩 一 fr4) .类 人 地 ,将 吾 按 行 分 焉 ,可 
得 rtAB) 志 rcB). 国 
性 质 3 设 和 4 是 mwXn 和 引 阵 ,P, 分 别 是 mm 阶 ,n 阶 可 道 短 
阵 , 则 
tA = reP4) = riA0) ~ rr PA). 
证 ”由 于 可 道 矩 阵 王 , 吕 可 以 表示 为 苦 干 个 初等 阵 的 乘积 ,而 
初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 , 故 结论 成 立 . 或 者 根据 4 一 严 (PA)， 
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利用 性 质 2 得 
r(4) = r[P-OP4 雪 TB) < r(4)， 
故 r(Pa) 一 r(4)。 同 理 可 证 其 余 等 式 . 国 


例 2 设 和 是 呈 Xa 拭 阵 ,m<nr 证 明 : 1474| 一 0. 
证 由 于 rd) 一 rdTsminfry <z 根据 人 性质 2, 有 
riATA) < mintrCA DD) ,rtA)) < 9 
而 A1A 是 n 阶 和 给 阵 ,根据 定理 3.9 或 定理 3.10, 即 得 |4'4|==0.， 
朵 

x 最 后 我 们 讨论 ,一 个 秩 为 > 的 和 给 阵 通 过 初等 变换 可 以 化 为 
怎样 的 最 简单 的 矩阵 ,也 就 是 矩阵 的 相抵 标准 形 ( 或 说 等 价 标 
淮 形 ). 

定义 3,10 车 矩阵 4 经 过 初等 变换 化 为 旦 (或 :车 存在 可 道 
阵 P 了 各 届 ,; 使 得 PAQ 一 8B) ,就 称 和 4 相抵 于 吾 , 记 作 4 伍 吾 . 

根据 定义 ,容易 证 明和 拖 阵 的 相抵 关系 有 以 下 性 质 : 

[iD 反 身 性 , 即 4 人 4: 

(ii) 对称 性 , 即 若 4 衬 B, 则 8 宇 4( 由 于 有 对 称 和 性 ,4 实 B 一 般 
就 说 种 和 BB 相抵); 

(ii 传递 性 , 即 若 A 守 B,B 守 C, 则 4 二 CC 

所 以 相抵 是 一 种 等 价 关系 . 

定理 3.11 若 和 为 说 Xp 矩阵 , 旦 "4) 王 一 则 一 定 存在 可 道 
和 矩阵 Pim 阶 ) 和 种 tn 阶 ) ,使 得 
f, "| 


PAQ | =U, (3. 14) 


其 中 了 为 > 阶 单位 挫 阵 . 
证 对 4 做 初等 行 变换 ,将 生化 为 有 -个 非 零 行 的 行 简化 阶 
梯 阵 Ui, 即 存 在 初等 从 和 阵 PP :了 上; ,… ,了 , ,使 得 
PPPA=U. 
绸 对 5 做 倍加 列 变 换 和 列 对 摘 可 将 D 化 为 (3.14) 式 右 端 的 U 
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第 阵 , 即 存在 初等 矩阵 & ,人 2,… ,2, ,使 得 
UO QQ0, 一 了 

记忆 一 己 了 Pj 二 PP, 信人 人 一 00P,Q 均 可 着), 则 有 Pa 一 DT 罩 

我 们 把 (3. 14) 式 右 端 的 第 阵 称 为 4 的 相抵 标准 形 . 由 定理 
3.11 可 知 , 秩 相 同 的 同型 矩阵 必 相 抵 于 同一 相抵 标准 形 . 因此 , 任 
意 两 个 秩 站 网 的 同型 矩阵 是 相抵 的 ， 

:和 例 3 设 A 是 mxXn 算 阵 Cm 守 1), 秩 (4) 二 n. 证 明 : 存在 
XXm 算 阵 B, 合 得 BA 一 I. 

证 根据 定理 3.11, 存 在 产 阶 可 道 矩 阵 忆 和 = 阶 可 洲 扰 阵 
全 .使 得 


于 是 
_ | 


其 中 0 是 (mm 一 hn)yxXxn 零 短 阵 , 取 C= {0Q,0), 其 中 0; 是 
nX lm 一 mn) 规矩 阵 , 则 


-| 


CA = (0.,0,) 攻 -= 0 1 二 +00, = I, 


故 存 在 8 一 CP, 使 得 B4 一 工 . 
此 俩 更 简便 的 解法 是 ,对 和 #4 只 做 初等 行 变 换 即 可 将 其 化 为 标 
准 形 , 即 存在 mx 阶 可 送 和 矩阵 了 ,使 


ml 


下 面 再 列举 几 个 有 关 和 矩阵 的 秩 和 向 量 组 的 秩 的 例子 ， 

例 和 4 证 二 ,3,1,2) 0 一 (2,5,3,3) ,0 一 (0.1, 一 1,4a)， 
oa 一 [310 必 ,47 试 求 向 量 组 am yas yo va 的 牧 , 并 将 用 和 ez ,as 
线性 表示 . 
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解 将 4 个 向 量 按 列 排 成 - -个 矩阵 4, 对 和 做 初等 行 变换 , 特 


其 化 为 阶梯 形 插 阵 司 , 即 
1 2 D 3 1 2 Q 3 
3 3 1 10 行 0 一 1] 1 1 
昌 一 ” 一 外 行 。 一 EU, 
1 3 一 ] 中 | 行 变换 10 0 a—l1 一 3 
2 3 a 4 0 0 0 点 一 了 


当 a 一 1 或 天 一 2 时 ,阶梯 矩阵 了 只 有 3 个 非 零 行 , 所 以 
秩 (4) 一 秩 {fal voz vasya 一 3; 

当 a 关 1 且 有 和 2 时 , 秩 人 CD 三 秩 (4) 一 秩 1on as as ,ma ) 一 4. 

设 zi ea 十 za w 十 x 的 一 嫩 ， 这 个 疝 量 方程 对 庶 的 非 齐 次 线性 
方程 组 的 增 广 和 矩阵 就 是 六, 用 高 斯 消 元 法 ( 即 对 4 懒 初等 行 变换 ) 
将 总 化 为 U, 由 此 可 见 , 当 £=2 且 天 1 时 ,es 可 田 wal yo ya 线性 
表示 ;并 得 ， 


zo, 1 32 li 
l—a l—a l—a 
当 上 了 关 2 或 a 二 1 时 ,a 不 能 由 a ,eyes 线性 表示 . 
1 2 1 
2 2 一 了 
例 5 设 志 二 一 
一 1] £ 5 
1 0 —3 
已 知 rtA&) 一 2, 求 二 
解 对 和 4 做 初等 行 变换 将 其 化 为 矩阵 吾 , 即 
] 2 了 
0 一 上 一 1 
成 一 
0 2 6 
(站 0 0D 
由 于 r(4) 一 r(B) 一 2, 所 以 B 中 第 2. 第 3 行 必 须 成 比例 ,于 是 由 
-~-2 一 4 
247 一 6 即 得 二 1 
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1 3 6& 
问 : (i) a. 满足 什么 条 件 时 ,将 确保 rC4B) 一 2; (2) 各 与 号 满足 
并 么 条 件 时 ,rt(48B) 一 1. 
解 01) 当 | 有 | 二 a5 一 1 隆 0 时 , 生 可 进 , 则 r04B) 一 zf 了 8) 一 2. 
(237 当 |41 一 < 一 1 一 0 时 ,4 不 可 道 ,r(4) 一 2 因为 4 中 存在 


1 2 
= 阶 非 夫子 式 |， | -1 或 4 中 有 两 列 不 成 比例 ,从 而 线性 无 


关 ) ,和 的 列 向 量 组 线性 相关 ,根据 定理 3. 2, 齐 次 线性 方程 组 4x 一 
四 有 非 零 解 . 如 果 有 (不 芒 假 设 也 是 3x3 征 阵 ) 的 3 个 列 向 量 为 
TI B= Cr 中 .x 成 比例 , 且 是 4x 一 0 的 
解 ,x; 不 是 4 一 0 的 解 ( 吉 Ax; 一 呈 天 四 ,出 
AB 一 各 (xi 一 (0 0 请)， 

故 Trf4B) 一 1. 此 时 旦 一 (xxsyt) 仍 清 足 1 了) 一 2: 因 为 x 或 ae 
与 x 不 成 比例 (否则 x 二 上 i 或 x 二 二 xs 就 是 Ax 二 0 的 解 ) ,而 
且 rB) 天 3 否则 fr(4B)= 一 2 所 以 召 中 有 且 仅 有 两 个 列 向 量 线 性 
无 关 . 结论 : 和 4, 且 满 足 上 述 条 件 , 则 rc48B) 一 1. 
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对 于 以 mXn 短 阵 丰 为 系数 垂 阵 的 齐 次 线性 方程 组 
Ax = 0. 《3. 153 
如 果 把 4 按 列 分 块 为 为 二 Cai,&z9" 8,);: 它 就 可 以 表示 为 向 呈 
等 式 
工 ] 在] 十 zy Go 十 … 十 工 G。 一 人 {3. 16) 
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因此 ,(3.15) 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 mm ,四 。……'a, 线性 相关 , 即 
秩 (4) 一 秩 {@ ya a) < 

于 是 有 下 面 的 定理 . 

定理 3.12 设 和 是 台 xXna 征 阵 , 则 齐 次 线性 方程 组 4x 一 4 有 
非 零 解 的 充 要 条 件 为 秩 CA4) < 

这 个 定理 也 可 用 下 面 的 证 法 证 明 : 

设 秩 44) 一” 则 矩阵 4 存在 7 个 线性 无 关 的 行 向 量 , 其余 
m 一 rf 个 行 向 量 可 由 这 7 个 线性 无 关 的 行 向 量 线性 表示 . 因此 ,对 


息 司 初等 行 变换 可 将 其 化 为 有 r 个 非 零 行 的 阶梯 阵 

[EY OO Oy OC ”Cs 

0 C2 Ca Ca 

U= |0 0 c C 

0 0 0 0 

0 2 0 % 0 .0 
由 Ux 一 0 与 4x 一 0 是 同 解 线性 方程 组 ,以 及 Ux 一 0 有 非 零 解 的 充 
要 条 件 为 r<a ,就 使 本 定理 得 证 . 国 


定理 3. 12 的 等 价 命题 是 ; 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 0 只 有 零 解 
的 充 要 条 件 是 秩 (4) 二 4 的 列 数 . 

当 A 为 n 阶 矩阵 时 ,Ax 一 0 有 非 零 解 (只 有 零 解 ) 的 充 要 条件 
还 可 和 投 述 为 | 和 | 二 30(| 妥 | 关 0). 

例 1 设 和 4 是 n 阶 矩 阵 ,证 明 ; 存 在 nxXs 和 祭 阵 B 关 0, 使 得 
4 有 一 和 的 充 要 条 件 是 14| 一 0. 

证 将 妃 按 列 分 块 为 下 一 (及 .Bb ,… ,Bb,), 则 48 一 0 等 价 于 

Ab, =0, 7=1,2,.,s, 

即 呈 的 每 一 列 都 是 齐 次 线性 方程 组 4x 二 0 的 解 . 

若 A8 二 0,B 关 0, 则 4xr 一 由 有 非 零 解 , 故 |141 三 0 反之 , 香 
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和 | 一 0, 取 4x=0 的 个 非 零 解 作为 号 的 个 列 , 则 吾 :c0, 但 它 使 
得 生 甩 一 由 图 

为 了 研究 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 结构 ,我 们 先 讨论 它 的 解 的 
性 质 , 并 给 出 基础 解 系 的 概念 . 

定理 3.13 背 x ;xs 是 齐 次 线性 方程 组 4x 一 和 的 两 个 解 . 则 
二 LX 十 Kxzr&lsk&a 为 任意 常数 ) 也 是 它 的 解 . 

证 因为 是 (有 十 丰 和 》 二 下 十 二 :时 一 大 十 二: 且 一 和, 破 
i ti 十 有 是 4 一 0 的 解 ， 

定理 3. 13 的 结论 显然 对 有 跟 儿 个 解 也 戒 立 . 

定 尽 3 11 设 msxr xn 是 4r= 和 的 解 名 其, 如果: 
01) x yx2 xy 线性 无 关 ;(2) 4x 一 上 0 的 任 一 个 解 向 量 串 由 x、 
Xoo Xs 线性 表示 则 称 x 是 站 x 一 0 的 一 个 基础 解 

如 果 找 到 了 #4x 一 上 的 基础 解 系 xX, xiv sXpo'y 拷 么 证 
Xs 十 十 让, 对 任意 常数 有 Am 作成 的 集合 ,就 是 4x 王 
0 的 全 部 解 的 解 集合 .下面 证 明 有 非 零 解 的 齐 次 线性 方程 组 存在 
基础 解 系 . 

定理 3.14 设 和 站 是 mxXn 算 阵 . 若 rt4) = 二 r 之 a, 则 齐 次 线性 
方程 组 4x 一 小 存在 基础 解 系 , 旦 基础 解 系 含 :一 "个 解 向 量 . 

证 ” 先 证 存在 n 一 > 全 线性 无 关 的 解 问 基 . 接 高 斯 消 匹 法 步 李 
对 4 做 初等 行 变 搞 . 将 生化 为 行 简化 的 防 梯 阵 忆 ,不 失 一 般 性 ,可 设 


1 0 sie 性 [a -1 四 Cn 
0 0 ep op 

Uo 0 oo 1 eo oe el, 
nD 0 … 0 0 0 | 
D 0 0 0 0 
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于 是 Ux 二 0, 即 
证 1 十 CrHrl 十 "十 cz 二 


Ta 十 CortiKl 十 十 Casa 0， “3 17) 


2 十 Cr 十 十 Co 一 站 
是 Ax 二 0 的 同 解 线性 方程 组 , 取 rr 为 自由 未 知 量 ， 
将 它们 的 下 列 = 一 * 组 值 : 
CIO ONO se Os CO 0", 1) 
分 别 代 入 (3.17) 式 ,相应 地 求 得 x zs，… tc， 并 得 到 nn 一 r 个 解 : 
Ti dud da 0 0 , 
Xs — Ce ses sr sta Os lO}, 


Kr Crd sd O01) 
显然 ,Ti x， 2X- ;是 线性 无 关 的 (因为 上 昌 训 十 加 NW 十 十 
A，,*，,: 二 和 可 推出 一 ,二 … 一 A 一 0). 
崩 证 Ax 二 0 的 任 一 个 解 x 可 由 x1 ,xX;,… ,x。 ;线性 表示 . 为 此 
任 取 自由 未 知 芒 的 一 组 值 帮 ,代入 {3.17) 式 ,得 一 个 解 
二 Cal + | + 上 2 sR 


出 于 x ”=X 二 上 Xr 十 "十 请 
也 是 一 个 解 , 所 以 
dl di dd | EP di 
da ca. ds; en » dz 
a, da d,s dn ad’ 
XC 一 ”一 一 中 | 一 - ks Oo Re 一 
中 1 0 0 0 
Rs: 0 1 0 0 
: : | : 
hs lo 0 1 6 
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是 相应 于 自 由 未 知 量 Trtl ?re spn 全 取 零 时 的 Ax = 的 一 个 
解 , 这 个 解 是 Ax 二 0 的 零 解 , 故 


XxX—x" —0, 
即 X= RX 十 Rex: 十 和 "十 十。 rr。 
因此 ,xi ,xa，… ;Xs_: 是 A&x 一 和 的 一 个 含有 nn 一 rr 个 解 向 量 的 基础 
解 系 . 图 


定理 的 证 明 过 程 , 提 供 了 求 4x= 二 0 的 基础 解 系 的 方法 .但 是 
对 n 一 r+ 个 自由 未 知 量 也 可 以 取 男 外 的 nn--r 组 数 而 求 得 x 一 7 个 
线 手 无 关 的 解 ,此 外 ,自由 未 知 量 的 选择 也 不 是 唯一 的 ,事实 上 :在 
Uxz 一 小 中 ,任何 > 个 未 知 量 只 要 它们 的 系数 行列 式 不 等 于 零 ,都 可 
以 作 基 本 未 知 量 ,其 余 的 一 r 个 未 知 量 为 自由 未 知 量 . 因此 ,基础 
解 系 不 是 唯一 的 . 但 是 不 难 证 明 ( 证 明 留 给 读者 )， 
如 果 2 和 xX 是 4 一 和 的 两 个 基础 解 
系 , 则 两 个 解 集合 
SS 一 (Ri 十 有 xs 十 "十 让 Xp] Ri 为 任意 常数 } 
与 
9” 一 1 十 总 旭 十 十 2 为 任意 常数 } 
是 相等 的 (只 要 证 明 : SCS* 且 8S’ 反 S). 
这 里 的 解 集合 5 与 5S 显然 是 4x 一 0 的 全 部 解 的 集合 ;集合 
中 元 素 的 一 般 表 示 式 
二 RiXt 十 并 WE2 十 -十 下 p 
称 为 &r 一 0 的 一 般 解 (或 通 解 ), 它 清楚 地 据 示 了 齐 次 线性 方程 组 
的 解 的 结构 . 求解 有 非 零 解 的 齐 次 线 必 方程 组 通常 是 先 求 基 侧 解 
系 ,然后 写 出 它 的 一 般 解 . 
鲍 2 求 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0 的 一 般 解 ,其 系数 矩阵 为 
2 1 1 "| 


2 4 3 I I 
六 一 |. 
一 1 ~2 1 3 一 和 | 
站 0 2 4 _ ,| 
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解 ” 对 和 矩阵 4 做 初等 行 变 换 , 将 其 化 为 行 简化 阶梯 垂 阵 
1 2 0 0 2 


tt 8 1 0 一 1 
U = 。 
0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 
选 rz yzs5 为 自由 未 知 量 , 取 : Xs 一 1sXx; 二 人 和 xz 一 0,zi 一 1; 得 基 


础 和 解 系 
kl = (211,0,0,0)"， Xs = (2,0,1,0,1)", 
于 是 ,Ax 一 0 的 一 般 解 为 
T= IX) 十 六 Xe 
即 


Xs 
其 中 名 ,zs 为 任意 常数 . 加 
例 3 设 上 8, 开 分 别 是 站 关头 和 axX 定 阵 , 旦 4 下 = 小 证 明 : 
区 于) + reB) 二- 天 
证 将 吾 按 列 分 块 为 下 一 人 ,六 ) ,由 4 了 一 0 得 
Ap, C—O, 7 = | .2 
即 BB 的 每 一 列 都 是 4x 二 0 的 解 . 而 x 二 0 的 基础 解 系 含 n 一 rtA4) 
个 解 . 即 4x 二 0 的 任何 一 组 解 中 至 多 合 ”一 r(4) 个 线性 无 关 的 解 ， 
因此 ， 
rtB}) 一 秩 (b by 中) 和 nn 一 rtA), 
故 riA) riB}n. 国 
“ 例 4 设 丰 是 mxXxn 实 和 矩阵, 证明;:rth'A4) 一 r(A). 
证 ”根据 3.3 节 中 性 质 2,rch14) 和 之 TCA), 央 此 只 需 证 明 : 
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ESTC4ITA) ,为 此 ,只 要 证 明 : (44 一 0 的 解 集 台 含 于 和 zx-= 
0 的 解 集合 . 

由 子 当 【4T)TE 一 DrE 有 2 时, 必 有 和 (4 一 D, 即 
《4 TD 一, 念 


fr hb, 
《显然 4xrER“) 于 是 员 十 关 十 十 世 一 0 六 此 必 有 而 一 让 一 … 一 
一 站 , 即 必 有 Ar 一 科 , 帮 方 程 组 C4'4)x 王 0 的 解 必 满嘴 方程 组 
站 x 二 和 ,所 以 

Pa 一 (和 和》 一) 
从 而 FT<ST TREE)， | | 

定理 3.14 揭 示 了 矩阵 和 并 的 我 与 4x 一 0 的 解 之 间 的 关系 , 它 

不 仅 对 求 4x 一 由 的 解 有 重要 意义 ,而 且 如 例 3、 例 4 所 表明 的 那 
样 , 也 可 以 通过 赋 究 线性 方程 组 的 解 来 讨论 矩阵 的 秩 . 


3.5 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 的 


条 件 及 解 的 结构 
以 凑 Xz 矩阵 4 为 系数 矩阵 的 非 刘 次 线性 方程 组 
Ax~b (3.18) 


可 以 表示 为 一 个 向 量 等 式 
Ti (3.19) 
其 中 asa 是 息 的 x 个 列 向 晤 ,因此 ,线性 方程 组 (3.18) 有 
解 的 充 要 条 件 是 5 可 出 盘 的 列 问 旦 组 线性 表示 ,从 而 
秩 {1& ys 
唱 Ir(( 和 六 ,Bb)) 二 rfC 症 ). 
于 是 有 下 面 的 定理 . 
定理 3.15 对 于 非 齐 次 线性 方程 组 &r 一 pp 下 列 合 题 等 价 : 
(1) 4x 一 有 解 (或 相 容 ); 
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人 ii &8 可 由 丰 的 列 向 其 组 线性 表 履 ; 

(ii 增 广 和 矩 阵 C4 ,的 秩 等 于 系数 策 阵 4 的 秩 . 

这 个 定理 也 可 作 如 下 的 证 明 ; 

对 增 广 年 阵 (4, 思 做 初等 行 变 换 将 其 化 为 阶 壤 矩阵 


1 + Cr di 
0 | ppl cr a 
(Cd)= 0 0 0 2 0 duil. (3,20) 
a 说 0 0 总 
0 0 0 0 0 


则 Cx 二 4d 与 4x 一 b 是 同 解 线性 方程 组 ,因此 
Ax 一 也 有 和解 ( 即 Cx 二 d 有 解 ) 叶 di 一 0， 
向 a 一 0 洁 r(Cd) = 二 rt0) ,XW 
reCad) — rtA,b), rtC) ~ rtA), 
故 Ax 一 有 解 舍 T(t ) 二 TtA) ,加 
秩 {al ,as 一 秩 1al ya mweyans (3,21) 
其 中 m ,eyes 是 4 的 列 向 基 组 . 显然 ,(3. 21) 世 成 立 的 充 要 条 
件 是 上 可 由 a yg,… va 线性 表示 ,不 然 的 话 ,得 出 矛盾 的 结果 
秩 {a yo a 二 秩 fa yoy} 十 1. 
推论 ”Ax 一 上 有 险 -- 解 的 充 要 条 件 尽 
rt.B)) 一 TA) 一 和 的 列 数 . C3. 22) 
这 是 天 为 ,5 可 由 妥 的 列 问 量 组 ai ,as，… ,we, 线性 表示 . 生 表 
示 法 唯一 的 充 要 条 件 是 w .qs ,… .a 线性 无 关 . 或 出 (3. 20) 式 得 
Ax -名 有 了 唯一 解 所 人 0 月 了 一 球拍 03.22) 式 成 立 . 
下 而 讨论 非 齐 次 线性 方程 组 4x 一 志 的 解 的 结构 . 为 此 我 们 先 
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讨论 Ax== 上 的 解 的 性 质 . 
需要 注意 ;车 x ,Xz 是 4x 一 上 的 两 个 解 , 则 x 十 ox (CR 有 
为 常数 ) 一 般 不 是 站 xr 二 上 b 的 解 , 内 为 
LK! 十 x2) 一 下 ri 十 大 rr — Rb 二 kb 
一 【下 | 十 - kb. 
但 是 , 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 有 如 下 的 性 质 ， 
定理 3.16 若 避 ea 是 Ax=B 的 解 , 则 x 一 xs 是 对 应 齐 次 方 


程 组 4x 一 由 的 解 . 
证 因为 (x) 一 XxX) 二 六 x 一 Axs 一 再 一 百 一 用, 故 二 一 如 是 
有 Ax 上 0 的 解 ， 国 


由 此 进一步 可 得 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 结构 定理 . 
定理 3.17 若 Ax==bB 有 解 , 则 其 -- 般 解 为 
天 一 20 十 省， 
其 中 xo 是 4x 一 声 的 一 个 特 解 ( 某 一 个 解 )#; 而 
= kx 十 "十 xp 
是 4r 一 0 也 称 4x 一 的 导出 组 ) 的 一 般 解 . 
证 由 于 Cxo 十 二 Axo 十 AX 一 DB 所 以 x 十 xX 是 Ax 一 志 的 
解 . 设 * 是 Ax 二 的 任意 一 个 解 , 则 x' 一 x 是 4x 一 和 的 解 ,而 
x” C= Xo 十 《CO Xx), 
因此 x* 可 以 表示 为 记 十 x 的 形式 ,所 以 它 是 Ax 二 了 8 的 一 般 解 ， 图 
例 1 设 非 齐 次 线性 方程 组 起 x 二 4 的 增 广 和 冠 阵 
‘1 1 1 0 0:0 
(1 1 ~1 -1 —2il 
2 021 -2i1' 
ls 5 -3 —4 ~8i4 
试 求 &x 一 二 的 一 般 解 ， 
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解 
1 ; 工 
110 -5 -1 3 
Cab) 0 0 1 于 1 一 译 |= (wa. 
0 0 0 0 D 0 
0 0 0 0i: 0 
隘 了 ;一 工 /二 ZX 一 0 代 人 Ux 一 dd, 求 得 x 一 b 的 一 个 特 解 
1 1 \T 
To 一 {30 一 到 00 四 


歌 自 由 末 知 量 zs 卫生 的 3 组 值 (1,0,0),(0,1,0), (0,0,1) ,并 
依次 代入 Ux 一 0( 注 意 , 不 灾 代 人 FE 一 全 ,得 Ax 二 0 的 基础 解 系 
Bo = 1,1,0,0,0)!, 
] :T 
Bb 一 ( 志 :0， 一 到 0| 
BE 一 (1,0, 一 1.0,1)1. 


于 是 Ax 一 了 的 一 般 解 为 
一 ro 十 上 志 XX! 十 让 oa 十 二 3 这 3 


172 一 1 ]172 1 

0 1 0 0 
一 | 一 172|1 十 有 | 0| 十 起 | 一 1721 十 名 | 一 1 

0 0 1 0 

0 0 0 1 


其 中 ki skRe ,Ra 为 任意 常数 ( 求 线性 方程 组 的 解 ,必须 养 成 习惯 :将 
求 得 的 Xo XX 代入 原 方程 ;验证 其 正确 性 ). 这 样 求 得 的 一 
般 解 与 前 面 在 高 斯 消 元 法 中 ' 令 Ta 一 此 ,Ts = Rs TX; = Ry 求 得 的 一 
艇 解 完全 一 样 ， 
显然 ,4x+ 一 0 的 基础 解 系 也 可 取 为 
xy 一 (一 1:1,0:0:0) ， 
好 一 (人 10 一 1,2.0)7， 
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好 一 10 一 1;0,171. 
例 2 设 线性 方程 组 
疡 zl1 十 Xz 二 二 4， 
| 1 十 二 :十 1 一 3 
.ri 十 2trs 十 -rs 一 由 
试 就 六 讨论 方程 组 的 解 的 情况 ,有 荐 时 并 求 出 解 . 
解 ”对 方程 组 的 增 广 矩阵 44, 刀 做 初等 行 变换 


1 ££ 1:3 
(40 14 
pp | 1 4 
国 十 WX 全 1) I | | ) 
TOxC | 1 9 
0 1—p 1—p:4—3p 
1 上 芋 1 3 
D+ Exp 0 :1 和 1 
0 1 1—p 4—2p 
， 1 1 1 : 3 
> 0 1 1—p : 4 一 2 
0 0 (pp 一 1 1 一生 十 2 六 ， 
(i) 当 (p 一 1 天 0 人 天 1 天 0? 时 ,有 了 唯一 解 
1 一 tl 9 3 一 二 ，xr 一 二 全 
Cp i ft (po Dr 
(iiy 当 p=1, 且 1 一 村 二 2pt 二 1 一 2 一 0, 即 1 二 1/2 时 ,有 无 穷 
多 解 ,此 时 
(1 12 1i31 f/f1 0 1:2 
(A 1 Oi2l=>|I0o 1 0 2|. 
ln o oo lo 0 0i0 


于 是 方程 组 的 一 般 解 为 
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2 一 1 
二 |21 十 下 | 0| 全 为 任意 常数 ) ， 
0 ] 
(iii》 当 志 二 1; 但 1 一 4t 十 2pt 二 1 一 21 了 天 0, 即 t 关 1/2 时 ,方程 组 


无 解 . 

Civ) 当 上 0 时 ,1 一 4 上 2 天 一 1 夫 0, 故 方程 组 也 无 解 .此 时 ， 
方程 组 中 第 二 个 与 第 三 个 方程 矛盾 . 

“ 例 3 证 明 : 若 x 是 #4x 二 b 的 一 个 特 解 ,x ,… ,x 是 Ax 一 0 
的 基础 解 系 , 则 xo yxo 十 xxo 上 Xx。 线性 无 关 , 目 Ax 一 上 + 的 任 一 
个 解 可 表示 为 


F 
本 一 点 0 帮 十 有 《ao xy, 
上 1 


其 中 名 十 名 十 … 十 ,二 1. 
证 设 coxwo 十 co Cw 十 二 ) 十 一 十 colxo 十 xX) 一 和 D; 即 
Cos 二 ea 十 十 cxo 十 Ed 一 十 cx 一 全 
则 区 有 co 十 如 十 一 十 cj 二 0《 宪 则 ,x 一 如 Xioxp 是 入 x 一 自 的 
解 , 与 题 设 着 盾 ) ,再 由 xx 线性 盛 关 得 c1，… ,ep 必须 全 为 
零 , 从 而 06 一 0, 才 oy 二 十 训 下 关 十 Xs 钱 性 无 关 ， 
根据 定理 3. 17,&x 一 b 的 任 一 个 解 x 可 表示 为 
一 xo 十 二 十 … 十 证 > 
一 (1 一 让 一 :一 站 jx 十 (xo 十 和 十"… 不 


志 , {Xo | X,Y, 
令 一 局 一 中 一 记 二 二; 因 语 十 直 十 下 十 衣 , 二 1, 靖 题 第 二 部 分 
得 证 . : 国 
在 例 3 中 ,xw 十 xo1 呈 xp 十 Xo 都 必 丸 x 一 B 的 解 .，- 般 来 说 ,如 
果 (4 的 列 数 ) 一 r(4) 一 户 , 则 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 b 有 且 仪 有 
户 十 1 个 线性 无 关 的 解 zo x :"* Xp: 且 其 任 一 解 可 表示 为 
Oo kxo 二 RX 一 十 证 8 《3. 237 
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其 中 系数 和 起 十 十 十 ,二 1. 这 里 的 系数 不 是 任意 常数 ,一 - 般 
不 将 (3.23) 式 称 为 x 二 48 的 一 般 解 . 

例 4 设 访 是 5x4 短 阵 ,rrCA)==2,x1 二 {1,2,0,1)T,xy 一 
(2,1,1,3)" 是 方程 组 Ax 一 b 的 两 个 解 ,x; 二 (1,0,1.0)' 是 对 应 齐 
次 方程 组 Ax 一 和 9 的 一 个 解 , 试 求 和 + 二 的 一 般 解 . 

解 ”Ax= 必 的 基础 解 系 是 由 4 一 r(4) 一 2 个 解 组 成 ,x 二 xX: 一 
二 (一 1]11,2)1 与 x 是 4x 一 0 的 两 个 线性 无 关 的 解 ( 即 基础 
解 系 ) ,所 以 4x 一 上 的 一 般 解 为 

I 一 中 二 Re CXa CO— XI1) xl 

=E 010) 二 Rl C1,1,2)T + (1,2,0,1)T, 
其 中 局 为 任意 常数 
例 5 设 主 元 线性 方 翟 组 ( 工 ?为 
全 十 二 0， 


Tr = 0. 


4 元 线性 方程 组 [的 基础 解 系 为 :一 (0, 1,.2,0)" ,x 一 (一 1， 
一 3, 一 3，1) 7. 

《1) 求 线性 方程 组 5 工 ) 的 一 般 解 ; 

(2) 线性 方程 组 ( 工 ) 和 (下 ) 是 否 有 非 零 的 会 其 解 , 若 有 , 求 出 
其 所 有 的 非 零 公共 解 , 若 没 有 , 则 说 明理 由 ( 录 题 实际 上 是 求 这 两 
个 方程 组 的 解 集 的 交集 ). 

解 (1) 线性 方程 组 (5T) 的 系数 物 阵 


10 1 3 1 00 1 
4= | ) 5 ( i )=5™. 


0 0 1 一 1/ 行 变换 \0 9 —1 
线性 方程 组 (CT)&Ax 二 0 的 同 解 方程 为 Ux 一 0, 即 
XT 十 工 二 0， 
一 Tz 二 0, 


取 zz zs 为 自由 未 知 量 ,分 别 取 zz 一 1 一 0 和 za=0v.i 一 1 得 
其 基础 解 系 
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和 一 (0.1.0,0) 7 , x = (—1,0,1,1)". 

故 一 般 解 为 xz 一 恕 2 十 Razs :其 中 宙 2 如 上 ,有 Ra 为 任意 常数 . 

(2)》 线性 方程 组 (了) 的 一 般 解 为 x 二 色 xw 十 如 Xx. 因此 线性 
方程 组 ( 工 ) 和 (了 ?如 有 会 共 解 mm , 则 必 有 

Xo = lx: 8 一 天 :3 RXys DD 

即 ki x Ex — Ry ks Ra x C—O, 
这 个 向 量 方程 是 关于 上 ,Ra 的 4 元 齐 次 线性 方程 组 BE 一 和， 
其 中 太一 [Ri kv; 上] ,系数 年 阵 


—1 

0 一 工 3 
B= fl 一 Ka) 三 1 
1 


个 安 上 人 


初等 
( 先 将 第 1,2 行 对 换 ) 这 六 _ | 


0 
取 上 & 为 自由 未 知 量 ,名 一 1 得 BK 一 0 的 基础 解 系 ( 只 有 一 个 解 ) 
ki 一 (一 1.1,2,1)7 


0 0 
1 0 —1 
0 1 
0 0 


已 人 宫 一 


其 一 般 解 为 

让 二 Ci 让 1 ,2,1)7T(A 为 任意 常数 )， 
于 是 , 取 上 一 一 4, 妈 二 4 代入 中 式 , 即 得 线性 方程 组 (CI) 和 (了 卫 ) 的 
所 有 非 零 公共 解 

zx 一 一 Mr 十 jx 一 4 一 1 一 11.1)704 为 任意 常数 ). 

注意 : 如 果 下 一 出没 有 非 零 解 ( 只 有 零 解 ), 则 (C 工 ) 和 (了 ) 没 
在 非 零 公共 解 . 

如 果 线 性 方程 组 (CI 也 是 以 4 元 齐 次 线性 方程 组 的 形式 给 
出 , 则 线性 方程 组 CI ) 民 下 ?的 解 集 的 交集 ,就 是 将 CI (下 ?中 所 
有 方程 联 立 在 一 起 构成 的 线性 方程 组 的 解 集 . 


习题 补充 题 答案 


习题 
将 1;2 题 中 航向 基 e 形 示 成 al ,a as ya 的 线性 组 合 ; 
1 1 | ] -1 
2 1 了 一 ] 一 1 
上 ， 一 + I = .Hr 二 | | : 鱼 一 。 
1 1 一 ] ; 1 一 】 
1 1 [| 一 1 | 1 


了 .和 一 (人 001 一 《DG 一 人 21 Oo 
《0 一 1 一 上 

划 别 3.4 题 中 的 向 量 组 的 级 性 相关 性 : 

3. 四 =) 02,5) ,mo (1 ,3.6)7. 

4. B=.2) 局 二 (3,0,7,14)7， 

5. 论述 单个 辣 量 # 一 (oo mao) 线性 相关 和 线性 无 其 的 条 件 . 

64- 证 上 时: 如 盯 向 量 组 线性 无 六 . 则 向 世纪 的 任 -- 部 分 组 都 线性 无 其 . 

7. 证 明 ; 若 a ,ws 线性 无 关 , 则 mm 十 本 .一生 也 线性 无 关 ， 

8, 设 有 两 个 向 量 组 a .ts ,ya 和 房 , 记 ,时 ,其 中 


Ls a ly 

[ea 如 2 这 25 
| 一 应 3 一 - 安 ， 一 

人 La i 


忆 . 襄 ,… ,是 分 别 在 z1 yw sa 的 在 个 分 后 后 面 任意 添加 mx 个 分 是 记 ， 
Bo 二 1 所 组 成 的 十 m 维 向 基 . 证 朋 : 

(1) 车 QL yy "sa 线性 无 其, 则 B81.8B;，… ;有 也 线性 无 关 ; 

《2) 若 和 . 启 ,…* .名 线 性 机关, 刚 a1 ,os，… 也 线性 相关 ， 

并 在 开 和 R&R 中 各 歌 是 个 向 晤 ( 即 取 二 2, 上 二 2 ;mm 一 1) 散 几 何 解 释 ， 

3. 证 明 ; aeacz 十 aa Fa 谎 性 无 美的 充 要 条 件 是 a ,as :as 线性 
无 关 ， 

10， 下 列 命题 5 或 说 法 ?是 理 正 确 ? 如 正确 ,证 明之 ;如 不 正确 , 举 反 例 : 
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(1 average 线性 无 关 的 充 要 茶 件 足 任 意 两 个 间 基 线性 
无 关 ; 

C2 ae ren( Hi 线性 相关 的 充 要 茶 件 是 有 9 一 1 个 向 最 线性 
相关 ; 

(3) 车 ,a 线性 相关 ,及 ; 尽 线性 柑 关 , 则 有 不 全 为 零 的 数 二 和 如 ,使 
下 at 十 Gs 二 人 站 且 二 所 十 一 上 0 从 而 使 Ca | 记 ) 十 afes 十 天 一生, 页 
后 十 忆 ,十 也 线性 相关 ; 

4) 苦 御 ,ovas 线性 无 闫 ,加 wi 一 避 8; 一 8 ,一 血 线 忻 无 天; 

[和 
c" 对 x 个 向 其 的 情况 ,给 出 一 般 的 结论 2; 

《6) 车 mm ,sa 线性 相关 , 则 a 十 ma 十 ms 十 st 十 二 线 
性 相关 ， 

11， 如果 mm ,om rq so 线性 碍 关 . 介 其 中 任意 3 个 向 量 都 线性 瑟 关 ,证 明 
必 存 在 -组 全 不 为 零 的 数 二 ,二 有 ,使 得 

Ll 十 志 z Gz 十 点: 记 十 RR 一 科 . 

12. 车 名 ros we yet 线性 厂 基 ,证 明 : 户 ,a1 ,85,-… 9 7 线性 无 关 的 充 要 葵 
件 是 8 不 能 由 ay ,a ，… ,a 线性 表示 . 

13, 求 下 列 向 量 组 的 秩 及 式 一 个 极 大 线性 无关 组 ,并 和 将 其 余 向 量 用 极 大 
线性 无 关 组 线性 表示 ，; 

Cly emt, ld,2) 0 oC C2,3, 4). 

as =C1,4,—9,-—6,22) 0 =(7,1,0, - 1 .3); 
C2 ml, 1 m0 01 = 3.0.7,14), 
m6 0 C=, — 12,0): 

《3 四 一 (1.1,13) {0 ,a a00 m= 1 ,2.— 3), 

14. 设 身 量 组 :和 岛 一 人 14, 一 1:2.1) 和 -931 2] 各 一 43 0 143 ;总 一 
t1, 一 1,2.0)7.8: 一 (2 1.5.67. 

(13 证 明 握 ;点 线性 无 关 ， 

C2) 求 向 量 组 包 售 癌 , 扣 的 要 天 线性 无 闫 组 ， 

“15. 设 和 二.B 皆 为 nn 阶 秆 阵 ,rf47s:aet(I<as 证 时 : 


4 0 
GD 秩 [ ) =r(4) +r(B), 
0 8 
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(2 和 (7 让]>rC4) te) (CC 为 任意 的 #4 阶 短 阵 }). 

16. 证明 rtAB}<mintrtaA) .rtB)), 

17. 设 筷 是 mwXn 矩 隆 ;:B 是 nn Xm 短 阵 ,nn 之 m ,证 明 ; 齐 次 线性 方程 己 
(4B)x 一 0 有 非 零 解 - 

“18, 设 和 起 是 ;Xn 短 阵 ;8 是 由 4 的 前 加 行 构成 的 mn 短 阵 .证明 ; 若 
各 的 行 向 量 组 的 秩 为 ,网 f{B} 宇 7 十 m 一 5. 


有 求 于 列 人 19 一 2 题 ) 知 阵 的 鞭 , 并 指出 该 逢 阵 的 一 个 虹 高 阶 的 非 零 子 式 : 


1 2 可 4 5 1 一 1 2 1 0 
vo 0 一 1 —2 ~—3 2 一 2 4 一 2 0 
19 ， 20. 
如 全 站 0 4 3 9 6 —1 1 
0 0 1 2 一 | od 3 0 0 1 
] 1 0 0 
3 2 —l1l 一 3 一 2 
2 ] 3 a 
21. 12 一 1 也 1 一 了 22. 
dy 2 1 1 
4 5 一 5 一 6 1 
0 0 2 1 


23. 设 4 是 一 个 呈 关 2 矩阵 ,证 明 : 估 在 非 零 的 axs 和 矩阵 此 ,全 48 一 人 的 

充 要 条 人 忻 是 以 4 一 1 

24. 设 4, 电 是 同型 年 阵 , 证 明 : A 与 有 相抵 的 充分 必要 条 性 是 rt 及 一 
r(B). 

* 25. 设 各 是 六 区 关 姑 阵 (mtra) 一 站。* 让 明 :存在 关 六 纸 阵 下 ,使 
AR=T,. 

"25. 证 明 : 若 # 阶 上 太 阵 丰 的 秩 为 r 则 必 有 秩 为 x 一 ? 的 nn 阶 方 阵 瑟 ,和合 
且 4 一 由 

“27. 证 明 : 在 何 秩 为 > 的 柴 阵 可 以 表示 为 个 竺 为 1 的 矩阵 之 和 ， 但 不 
能 表示 为 少 于 Tr 个 禾 为 ] 的 矩阵 之 和 . 

28. 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 及 一 般 解 : 

均一 十 35x 一 避 二 届 ， 


Xl 十 2 一 23 十 3 = 二 = 位， 


3zr CO—ZT: 二 8x 十 x 二， 


工 十 3 一 zy 十 7 一 中 
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3 Fr —8xs -+2xr 十 -55 一 总 
了 一 人 3 7 了 3 十 2 一个， 
十 rz 一 12zr 十 3d21 一 575 一 个 ， 
zl 一 5zas 十 4zri 一 16z ir C=O,. 
29. 求 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 般 解 : 
271 二 ?Xs 二 3r 十 二 =8， 
(1) 4 3 十 S57s 十 3x3 十 2Xx4 二 4， 
号 并 十 rs 十 衬 s 十 了 3 一 立 
I， 十 I 十 XxX 十 XY 十 并 一 ， 
J 十 I 十 并 ;一 3 一 一 之 
2) ITs 十 2I4 十 2I1 十 BI5 下 223, 
5 十 dra 十 373 十 3 一 了 ;二 12. 
30,， 讨论 a,9 取 柯 值 时 ,下 列 线性 方程 组 有 解 ,无 解 ,有 解 时 求 其 解 : 


《2) 


《p+ 32x 十 了 2.r3 一 由 
wd pri+tp— 1 十 -3 一 2 轧 
3Cp+ Ix 十 pri tp 3 C=3. 


Xl 十 ze 十 fa 一 xX 十 二 1 ， 
3 十 2x; 十 工 一 I1 一 3I; 二 轧 ， 

Ts 二 2X1 二 27 十 Bx 二 3， 
5 十 4zrz 十 3zr3 十 3z 一 Xs 二 自 . 


2) 


本 1 十 工 s 十 2 了 一 24 一 ]， 
Xi a Ty 一 了 ri 一 8， 
全 
Xs 十 四 了 3 十 gr 一 4 一 3， 


I 十 Xa 十 23 十 【3 一 全 7 二 二 9 十 3, 
31. 设 态 为 mXn 和 大 阵 , 证 明 : 若 任 一 个 ”= 维 向 量 者 是 4x 一 和 的 解 , 则 
各 一 外 
和 2. 设 上 各 是 mx 和 宪 阵 ,下 是 * 芝 > 征 阵 .xx 是 mn 维 列 向 量 .证 明 : 车 
(48}7 一 0 与 Bx=0 是 疝 解 方程 组 ,网 548) 二 trC8}. 
33. 设 和 六 基 mwXn 十 阵 , 吾 是 zxs 炖 阵 . 证 明 : 若 #4B=0, 则 rciA) 十 
8 所 n {提示 : 号 的 列 向 量 是 4 一 和 的 解 ). 
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“34. 设 丰 "是 nn 阶 炬 阵 妇 的 伴随 答 阵 ,证明 ; 
RR: 当 Ti} 一 xn， 
C1 区 ,i ri 六) 二 nn 一 1， 
(0, riA) nl1, 
(2) | 好 | 一 | 和 | 一 ， 
35. 设 4 是 n 阶 坷 逆 短 阵 tn2>2) ,证 明 : 4 = 二 |41"*4. 
36, 设 和 是” 阶 和 矩阵 ,证 明 : 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 4 对 任何 5 都 有 解 
的 充分 必要 条 件 是 |4| 天 0 


37. 诊 mn 一 工 y 一 姓 ] Ts TI T+ Ti TL dsr 


证 明 : 这 个 方程 组 有 解 的 充分 必要 条 件 为 > Ju = 0. 在 有 解 的 情形 , 求 出 它 
的 一 般 解 . 
补充 题 


下 列 38 一 竺 题 为 选择 题 ， 
38. 已 知 忆 ,高 是 方程 组 4x 二 5 的 两 个 不 同 解 ,a ,as 是 对 应 齐 次 方程 
Ax 二 的 基础 解 系 , 则 4x 一 5 的 一 般 解 是 ; 


AY 上 Ql t Ra Ea, t gs 了 a 3 了 By 点 1 衬 ] 二 让; 攻 生 2 | y+ 双鱼， 


《C) ki a + ks (8, + 局 ) 十 名 卫生， CD) gi +k BB) + 二. 


1 2 8 
2 4 EL, 
3 6 8 


王 为 非 零 三 阶 矩 阵 ,PQ 一 D0, 则 : 

( 态 )》 当 z= 时 CP 一 1; (B) 雪上 6 时 TB 一 2 

(CY 当时 六 一 1; (DY 当 1 关 6 时 TP) 一 2， 

和 0、 设 mi 一 Ca :al er)lses 一 (太一 (seoc rr， 则 三 茶 直 线 
Q&T 十 By 十 6 二 (十 上 所 关中 全 二 1 213) 交 于 一 点 的 充 要 条 件 是 : 

(A gn ,ew 线性 相关 ; {B) a ve ,a 线性 无 类 ; 

CC Tie ao 一 ra 的) 《D) mm :ai 线性 相关 ,mn ,ws 线性 无 关 . 


39， 书 知 人 一 
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41. 设 4 是 本 X1t 和 矩阵 :rd4) 一 fn 有 是 = 阶 矩 阵 , 下 列 胖 个 成 立 ? 

(A) 站 中 和 任 一 mm 阶 子 式 尖 0 (BY 4 中 任意 mm 列 线 性 无 美 ; 

CO [ATA' FD: CD) 车 48 二 0; 则 B= 二 小， 

《Fy 若 一 2; 则 rcaAB} ~ m. 

42， 设 (全 R 二 1 mm 这 2) 线性 无 美 ,下列 哪个 成 立 ? 

cA) 对 任意 常数 二 有 一 一人: 

CB) 任意 性 吉 个 向 最 @， ，…as 线 性 相关 ; 

fC 对 任意 所 及" :上线 手 玫 关 ; 

DY) 任意 到 (Ri 十 辣 芝 w， “a 线性 无 关 . 

43. 设 向 最 ep.y7 线 性 无 关 ,a 雪 从 线性 相关 ,下 列 旦 个 成 评 ? 

《上 立 必 可 由 肠 ,7 人 线性 表示 : 《〈B) 尼 必 不 可 由 上 ,7 光线 性 表 杰 ; 

(8 必 可 由 ay:8y 线 性 者 示 (1D)13 必 不 可 由 ww,B,Y 线 性 表示 ， 

44. 设 上 各 是 4X3 怨 阵 rf41 一 1.8 ,名 ,&& 是 非 齐 次 线性 眼 程 组 Ax 二 8 
的 三 个 线性 无 其 解 , 下 列 鄂 个 是 4* 一 和 的 基础 解 系 ? 

CA) 十 总 十 总 《也 ) 二 十 让 一 2 总 

{C) 一 站 看 一 各: DD 在 十 名 ; 态 二 总， 

45， 设 向 量 组 ie ;& ;61 线性 相关 ,fa ,a ,a } 钱 性 无 闫 .回答 下 列 问 题 ， 
并 证 明之 ， 

(1) mw 能 否 由 (os mm) 线性 表示 ? 

(2) am 能 否 由 fa ye :ae:) 线 性 表示 ? 

46. 法 点 为 关 阶 矩阵 : 若 存 在 正 整 数 红 E27 使 得 da -0 但 本 ee 关 0 
{其 中 a 为 # 锥 非 零 列 向 量 ) ,证 朋 ; a ,4 ,… ,A 1 线性 无 关 . 

47. 设 甩 ,BB 分 别 为 i 次.mXn 失 陵 (nm) ,日 =fin 阶 单位 拭 阵 )， 
证 明 :; 且 的 列 辣 量 衣 线性 无 基 ， 

机 .已 知 牧 fa ,asas!} 二 鞍 18 ,P,P;}, 其 中 避 ， (1,2,—3)' az 一 
(30 1) m= 06 A= 0 O11) Pal) 一 全 10) 
有 可 由 ye 线性 表示 , 求 a 忆 的 值 ， 

(1 a ~ a 


让 
49. 设 入 一 


总 a nd 1 
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为 直 阶 拭 阵 (3 6E 以 ,日 Ta 一 m 一 1 求 叶 
50， 设 nn 阶 短 阵 起 的 每 行 元 素 之 和 和 均 为 零 ,又 了 CA) 一 w 一 1, 求 齐 次 关 性 


方程 组 Ax 一 0 的 通 解 . 
51 已 知 下 列 线 性 方程 组 I ,了 为 则 解 线性 方程 组 , 求 参 数 m,nst 之 值 . 


Zl 十 了 2 一 2 一 一 6 
工 : je T=1， 


FO 工人 一 3: 
Tim 一 一 一 一 5 
[: | ja -一 工 一 2 一 一 上， 
工 ; 一 2 一 一 个 十 工 


T 上 
52. 设 r 一 (1,2,1)7 ,8 一 (1, 二 0) F008 A287T, BB'a. 


求解 方程 2 本 42Y 一 本 并 十 天 荆 上 7 

33， 设 用 阶 和 矩 阵 丰 二 ta yw 的 行列 式 | 入 | 关 0, 和 #4 的 前 nn 一 1 列 构 
成 的 ax 一 1 矩阵 记 为 本 一 (eye as) 问 方程 组 4x 一 w 有 有 和解 在 ? 
为 什么 ? 

结 ， 设 a.8 均 为 非 党 的 nr 维 列 向 其, 二 a8 人, 证明: 4 中 和 全 两 行 ( 或 两 
列 ) 成 比例 ， 

55, 设 > 阶 矩 和 阵 各 分 块 为 


总 ,1 地 1 
六 二 ( 】 + 
ET 


其 中 起 11 为 上 阶 可 首 算 隆之 nn) ,三明 : 存在 主 对 前 元 为 工 的 上 三 角 垂 阵 丈 
和 下 三 角 抑 狂 了 上 ,使 得 
4 
LAU 一 ( 0 站) 
56. 设 4, 召 皆 为 二 阶 算 阵 . 证 明 : 
(13 | 中 -48 (2) HI—AB|=!1— BAA!; 


13) detr(XT 一 AB) = det(i 一 B4I01 为 任意 常数 ). 
57。 让 明 ; 若 直 是 mn 拓 陈 ,ri 和 #4) 二 +; 风 看 在 wr 算 阵 县 ,rrXn 炉 陈 
,上 且 rtB) 一 TIC)==Tr 使 得 A= 二 BC( 旬 术 ;利用 相抵 标准 形 ). 


习题 ”补充 题 管 案 153 


58. 设 4, 呈 皆 为 ? 阶 算 阵 ,rt4h)-frCB)<mas 还 明 : 仔 在 可 道生 阵 @, 便 
485 一 人 [提示 :利用 相抵 标准 形 ,4 一 diagf] 1.0, 0)》 ,县 人 diagfDy…， 
D,1,…1)]， 

59. 证 明 : ,az ef 其中 心 天 0 线性 相关 的 充 要 条 件 是 存在 .个 a 
{1 所 下) 使 得 a 可 以 由 sim -1 线性 表示 , 卫 表 示 法 叭 一. 

部 . 证 明 : 向 基 组 ww ,0s ,… ,a 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 

立交 Suiti 一 上 ,3 5 

61、 设 向 量 组 m ,ae ,… ,a 线性 无 美 .如 在 向 量 组 的 前 面 加 入 一 个 向 量 
肠 ,证明 : 在 向 量 组 序 ,a ,asser 中 至 多 有 一 个 向 量 Qa.(] i 所 让 可 经 此 及 
面 的 i 个 向 量 ,wy ,ms ,sq 1 线性 表示 - 并 在 及 "中 做 儿 何 解释 ， 

62, 证 明 : 在 # 维 向 量 空间 上 "中 , 若 向 最 < 可 经 疝 量 组 ee ,va 线性 
表示 , 则 表示 法 唯一 的 充分 必要 条 御 是 向 量 组 m ,wy ,*… ,a 线 忻 无关 . 

63. 设 4 是 n 阶 短 阵 ,r(A&) 二 1, 证明， 


Le | 


Lr 四 
C1) 4=) bbe) (2) A =kA. 


人 nm 
U1] lz 三 ln 3 
>» 2] Ha Ean ~ 
64， 设 太一 , ?一 
ml ms ™ Um | da 


下 一 (各 
1) 还 明 : 若 4? 一 占有 解 , 则 4Txr 一 0 的 任 一 组 解 xz/ ,za xn 必 满 是 
方程 
BT 十 Bars 十 于 和 rm =, 
(2) 方程 纠 4y=b 有 和 解 的 充 要 条 件 是 方程 组 


六 0 
GG) = (1) 
无 解 { 其 中 必 是 nx1 零 和 矩阵 )， 
55， 设 站 是 一 个 mXn 失 隆 mn,rtA) 三 加 , 章 次 线性 方程 组 AAx 二 0 的 
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一 个 蛙 础 解 系 为 
Bb oe 
试 求 齐 次 线性 方 坦 引 [ 
3 = ol 
的 基础 舒 系 所 合 解 向 车 的 个 数 , 并 求 出 -个 共 础 解 系 ， 

66. 设 站 xn 和 宪 耻 和 的 m 个 行 向 量 是 齐 次 线性 方 竹 纹 Cr 一 0 前 一 个 其 
础 狠 系 ,入 加 是 一 个 赔 阶 林 道生 阵 . 证明 B84 的 行 向 攻 也 基 Cx 一 个 的 一 个 
某 融 解 系 . 

67. 证 阴 : 藉 不 为 阶 咎 阵 fw 守 1), 开 14, 一 0: 则 ;中 任意 两 行 (或 齐 ) 
对 应 元 泰 的 代数 余子 式 成 比例 . 

68. 设 态 是 in- 1) Xn 条 阵 , 14 | 表 二 下 中 划 去 第 了 列 所 构成 的 行列 
式 , 证 明 : 

C1 的 一 个 解 ， 

062) 若 | 太 1 二 1.247 ,20 不 全 为 零 : 则 (1) 中 前 解 是 4 一 和 的 -个 草 碘 

9， 新 六 为 一 个 n 阶 矩 阵 . 且 4 一 六- 证 明 

rt 上 riAA 一 让 二 
70. 莉 坟 为 一 个 nt 阶 咎 阵 ; 量 在 = 降 环 明 
AFDI+rs Do=n. 
71.， 没入 .号 蕴 为 ” 阶 方 阵 , 证 明 
rtAB) = reA}y 上 二 器) 一 于， 
并 问 : 其 4= (ax 下 一 1 xu 上述 结论 是 再 碾 立 ? 
《提示 : 利用 3.3 节 和 定理 3.11, 性 质 3 及 18 题 结论 .或 利用 15 题 缚 论 . ) 
72. 证 向 量 组 站 = (an a paw) (二 1.2.… 702). 证 上 是; 如果 


1 
| a 1 > 1 -2 
-1 
Ar 


期 向量 组 gi ,os sa 线性 无 关 . 
‘提示; 用 反 让 法 . 联 太 二 ;外 a 说 x 一 自 的 非 零 租 x 的 分 其 || 宇 


1 | st) 
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答案 

1 十 二 ma 一 二 一 二 

2. a 一 本 3. 线性 相关 . 4- 线性 相关 . 
5. a 一 线性 相关 ,a 天 0 线性 无 天， 

$- 利用 定理 3. 2， 

9. 必要 性 用 反 证 法 ,并 利用 定理 3. 4. 


10. (12 充分 性 不 成 立 .《2) 必 些 手 不 成 立 - 13) 推理 不 正确 ,结论 不 成 
立 .(4) 命题 不 正确 ,各 一 男生 一 本 ,本 一 机 是 线性 相关 的 . (5) 命题 不 正确 人 
为 奇数 时 ,线性 无 着 为 偶数 时 ,线性 相 头 ). 56) 命 肝 正确 ， 

11. 用 反 让 落 . 

12. 必要 性 和 充分 性 都 用 反 证 靶 . 

13. (127 秩 汶 3im 0 一 一 5 三. C2) 穆 济 3 和 3 十 的 ; 
二 一 一 中， (37 牧 为 3i8 呈 本 ;的 二 了 6 一 3 了 300 一 ， 

1 (2) 有 ,太后 . 

15, (1} 用 秩 的 定义 或 用 初等 变换 化 为 标准 形 . (2} 用 秩 的 定义 及 第 8 
题 中 命题 c2) 的 讶 命题 不 成 立 . 

17. 用 16 题 的 结 沦 ,让 上 明 牧 (4B) < 

18. 4 的 前 mr 个 行 向 量 的 极 大 无 闫 组 (其 中 及 怒 个 癌 量 ), 与 入 的 后 
5 一 个 行 向 量 合 在 一 起 构成 的 向 量 组 ,其 向 量 个 数 守 7. 


1 3 5 1 一 1 
19. |9 一 1 —3 20. |2 -2 一 >|. 
总 0 4 3 章 ] 


22， 非 零 子 式 电 高 阶 数 为 4. 
258, 利用 有 4 的 相抵 标准 形 , 册 PAG 一 i , 几 ,4C 一 (PP- 0)， 


26， 由 Pag=(。 得 Ph 一人。) ,是 "xz 外 了 


27. 将 四 抵 标 准 形 化 为 > 个 铁 为 1 的 窍 阵 之 和 ,后 一 部 分 的 证 明 , 用 反 
让 法 及 3.3 节 性 质 1 
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2 3 
CB) 十 和 (3 ,01,0) 十 名 
(00) 


29, £1) (8,0.0,.— 10 F&C—9,10.11) R40 .5)T3 

(2) 【一 16,23,0,0,0)r Fa (ls C2,1.0.0)7 二 hk C1,— 2.0,1,0)' 十 
点 [5 一 上.0O,1)7， 
30. (1) 户 一 0 或 pp=1 无 解 , 训 关 0 且 疡 关 1 有 队 一 解 : 

— — 入 2 — 

= 一 i 
(2) 户 天 站 或 4 天 2 苇 解 ,Pp 一 0 卫 g 二 ?2 有 无 穷 包 解 : {一 2,3,0,0,0)7 -FF 
Ry Cl -IOITHha Cl, -20,1.0)! FR (5 60.0,1)i. 


了 I 二 ; 


(3) 四 pz2.9 天 1 有 唯一 解 .加 91 时 , 尤 解 ,@ 一 2 二 22 即 
EE 


2 
9 一 4 时 ,有 无 穷 多 解 站 (0, 一 2,1,0)T 十 t ,一 7:0,237 ,各 p= 二 2,.g 隆 和 4 时 ， 
无 解 ， 

31 上 一 (0 0 100T0 一 1,2 ,是 解 , 妈 和 48, 一 0, 再 利用 短 

34. 利用 4' 的 定义 ,44' 二 14| 了 ,此 33 题 的 结论 . 

36. 必要 性 用 反 证 法 . 设 |4| 二 0, 证 明 椰 在 5. 使 得 秩 (#4, 关 秩 CA)， 

37, Coa asasiarrar dias tar FasrasO)! 十 有 IT.1 1 1)7， 

38. B. 39. CC. 40. D. 41, E. 42. D. 43. C. 44. C. 

4s. (1) 能 (因为 m ,a: 线性 无 屿 ) ;12) 不 能 (否则 ,a 能 出 cs ,a; 鳅 性 表 
示 ,这 与 m .am ,m% 钱 性 无 关 币 牛 )， 

45，、 利 用 定 放 ,说 ca 十 ca 二 … 十 ce 一 人 等 式 两 端 左 乘 双 - .可 
推出 c 一 0, 同 理 ,类 极地 可 推出 cs 二 …==c 一 0. 

7 出 fAB) 二 4 可 推出 rtB8) 二 nt 即 BB 的 个 列 向 量 线性 光 居 ) ,因为 
若 TB 网 AB) < 


48. a=1 P=5. 49. a= 
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50.xr 一 &f1,1， 1) 为 任意 常数 ， 

$1, m=2,n=44 ,t=6, 

S52, x 一 (1,2.1)1 十 (0,0, 一 1/2)", 上 为 任意 常数 ， 

53， 无 解 , 因为 rt41) 一 rn 一 ] ,T(r } 一 Xn. 

54. 因为 0<r(a) 扫 1 所 以 r4) 一 1, 从 而 4 中 任 两 个 行 向 量 ( 或 列 向 
量 ) 均 线性 相关 , 即 成 比例 ， 


I 0 | 全 
号。 | )， v=( ) 
一 舱 ! 二 1 Li 0 I. -A 
了 Or HB I HB 
(人 人 
一 各 于 I 心 -AB 


(DG a 


57. 利用 相抵 标准 形 得 4 二 Pp ( 9 go , 共 用 人 _ 


If， 9 1. 0 
Go 中 to 中 - 

59， 必 要 人 性: 使 名 al 十 各 和 十 … 十 有 ar 一 和 威 立 的 所 有 不 为 辟 的 系数 
中 , 必 有 一 个 最 小 的 下 标 六 使 吉 天 0 但 志 一 00 症 站 3 再 诞 1 和 im 上 且 wei， 
oa.1 线 性 无 关 ( 这 里 的 证 明 用 反 证 法 )， 

61. 用 反 证 汰 , 设 有 两 个 向 量 % 与 a; 分 岂可 用 其 前 面 的 向 量 线性 表 泵 ， 

62， 必 要 性 用 反 证 法 ， 

看 3. rf 入 ) 一 1 即 有 各 的 每 行 向 量 成 比例 . 

C1) 利用 本 一 y AT 证 明 x* 二 也. 

6€5. 利用 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 的 充 要 条 性 为 增 上 短 阵 的 牧 等 于 系数 
短 阵 的 秩 . 

66、 记 县 一 (和 ,如 ,有 ,根据 AB 一 0 及 B74 二 0, 讨论 Bry=0 
的 解 . 

67， 利 用 34 题 的 结论 . 

59,70，。 利用 3.4 节 倒 3 的 结论 县 3.3 性质 1. 


第 4 章 


向 量 空间 与 线性 变换 


ee 


向 量 空 间 与 线性 变换 是 线性 代数 的 核心 内 容 , 由 于 受 党 时 的 
限制 ,我 们 只 能 介绍 它们 的 一 些 基 本 内 容 . 

首先 ,我 们 将 在 上 一 章 给 出 的 = 维 实 向 量 空间 尼 " 的 定义 及 线 
性 相关 性 概念 的 基础 上 ,讨论 及 "的 基 与 向 量 在 基 下 的 坐标 以 及 基 
变换 和 坐标 变换 ,进而 在 "中 引入 向 量 的 内 积 运 算 , 建 立 # 维 欧 
氏 空间 的 概念 并 讨论 它 的 结构 . 然后 ,我 们 再 在 尺 " 的 基础 上 进 一 
机 抽象 出 一 般 线 性 空间 (向 量 空间 ) 的 概念 ,并 讨论 有 限 维 线性 空 
间 的 结构 .关于 内 积 空间 和 一 般 欧 氏 空 间 的 基本 概念 , 仅 在 附录 中 
作 简要 的 介绍 . 

关于 线性 变换 ,我 们 主要 是 讨论 及 "的 线性 变换 以 及 它 的 垂 阵 
表示 . 


4.1 R" 的 基 与 向 量 关于 基 的 坐标 


我 们 知道 录 " 中 的 ma 个 单位 向 量 e ,一 (0 90:1,0, 707 全 一 
1,-…,) 是 线性 无 关 的 ;- -个 半 阶 实 算 阵 和 一 (uv ).x** 如 果 1 生 | 天 
0, 朵 和 的 * 个 行 向 量 和 个 列 向 量 也 都 是 线性 无 关 的 . 在 上 一 章 
还 讲 过 :RR"* 中 任何 +1 个 向 量 都 是 线性 相关 的 ,因此 ,由 定理 3.3 
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可 知 ,>" 中 和 任 - 一 向 量 a 都 可 用 > "中 壮 个 线性 无 关 的 向 星 来 表示 ， 
且 表 示 法 唯一 . RR" 中 向 喇 之 间 的 这 种 关系 就 是 本 节 将 要 讨 论 的 
“ 基 ?” 与 “坐标 ”的 概念 

定 兴 4.1 设 有 序 向 量 组 及 一 [有 , 记 ,及 ) 伺 尽 "如果 号 线 
性 无 闫 , 且 兰 * 中 和 任 一 向 量 e 均 可 由 B 线性 表示 ,有 即 

a=apB|lapBt tabB,. 《4. 1) 
就 称 吾 是 R "的 一 组 基 ( 或 基底 ), 有 序数 组 Ke 'asy* ae) 是 向量 
关于 基 Bt 或 说 在 基 8 让) 的 坐标 , 记 作 
2 一 (eyet 或 es = (aa st,)!, 

并 称 之 为 a 的 上 坐标 向 量 . 

显然 及 * 的 基 不 是 唯一 的 ,而 & 关于 给 定 的 基 的 坐标 是 唯一 确 
定 的 . 以 后 ,我 们 把 关 个 单位 向 量 组 成 的 基 称 为 自然 基 或 标准 基 . 

在 三 维 几何 向 量 空间 尺 * 中 ,i,j,k 是 一 组 标准 基 , 吕 * 中 任 一 
个 向 量 & 可 以 唯一 地 表示 为 

t= aiaj tark, 

这 时 有 序数 组 (al ,es ,4) 称 为 a 在 基 i ,j,k 下 的 坐标 . 如 果 & 的 起 
点 在 原点 ;Casas .as) 就 是 a 的 终点 PP 的 直角 坐标 (以 后 我 们 常 利 
用 ?中 向 量 a 与 空间 点 了 的 一 一 对 应 关系 ,对 "中 的 - 些 癌 题 及 
其 结论 在 PF 中 作 几 何 解 释 ). 为 了 讨论 问 晤 方便 ,本 书 对 于 向 医 及 
其 侍 标 常 采 用 列 向 量 的 形式 Ca ,yas，…… vas) ”表示 ,如 起 ,(1. 1) 式 
可 表示 为 


己 1 
2 


4.2) 


= {a ,应 | : 


例 1 设 吕 "的 两 组 基 为 自然 基 B, 和 B: 一 1， 


其 中 ， 
及 一 (1 一 1;0, 7031 8 一 001 一 1:0, 0) ,Pp. ,= 
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00 一 1 8 一 (0 和 0 1) 

求 向 量 e 一 (alyaz as)7 分 别 在 两 组 基 下 的 坐标 . 

解 a 关于 自然 基 也 ;= {siysz,…，e ,显然 有 a 一 el 十 
Gz 名 十 十 cass 所 以 za = (a ra dr), 

设 a 甘于 B 有 


并 1 


并 2 


二 了 1 Bz 二 十 zB, 一 CBR, ) ; 和 oD 


Tn 
将 以 烈 向 量 形 式 表 示 的 a , 户 , 记 ,记忆 代 人 中式 ,得 
1 0 » 0 0 . 
TL |! | 
一 1 1 和 0 0 
0 1 00l|™ ® 
， ， ， i = 外 
. . Ta | 
0 DO 1 0 
Tn Qn 
0 0 2 —1 1 
解 非 齐 次 线性 方程 级 如 , 即 得 
Tl 到 
Xr cl 十 dz 
ps, 一 : 一 : 
| 和 十 4a 十 和 十 如 
区 &lL 十 Ga | 十 总 1 十 Ge 


由 钢 1 可见 ,R* 中 同一 个 向 量 关 于 不 同 基 的 坐标 - 般 是 不 同 
的 . 因此 需要 一 般 地 讨论 基 变 换 与 坐标 变换 的 问题 . 

为 了 得 到 "中 同一 向 量 关于 两 组 基 所 对 应 的 坐标 之 间 的 关 
系 , 先 证 明 下 面 的 定理 ， 

定理 4.1 设 日 一 aaa 是 有 "的 一 组 基 , 且 
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第 二 A Ge 十 十 nl Gn， 
售 一 Ga QI 十 Qzz ge 十 … 十 Qnz da? 


(4.3) 
旨 二 ln C1 二 zn 二 din ne 
出 人 , 烛 ,…， 尔 线 人 性 无 闫 的 充 要 条 件 是 
dl Ci ”上 1 
Mal Hag an 
detd 一 | ， ,| 冯 0. C4.4) 
Wo Un 妊 


证 ”由 (4. 33 式 得 多 一 Da a 一 1.2 
线性 无 关 的 充 要 条 件 是 方程 
Da > (2 < ) 
= 了 


(Paz).=0 OD 


只 有 零 解 x 二 0tj 二 1,2 ,0), 
时 于 zy 各， … ,线性 无 关 , 由 人 中式 得 


DR (i = 1,2,- ,7). @ 
因此 ,方程 由 只 :有 零 解 ( 即 齐 次 线性 方程 组 四 只 有 有 零 解 ) 的 充 要 条 
忻 是 久 的 系数 行列 式 不 等 于 零 , 即 (4.4) 式 成 立 . 十 


设 BB 一 {a :6Gn} 和 Bz 一 《小 + M2 是 用" 的 两 组 基 
(分 别称 为 旧 基 和 新 基 ) ,它们 的 关系 如 C4.3) 式 所 示 , 将 (4. 3) 式 表 
示威 第 阵 形 式 
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dl Als 0 dl 
Cp 9 ) » » 四 (4. 5) 


Hl Gn ee an) 
记 (4. 5) 式 右面 的 失 阵 为 45 注意: 专 是 (4.3) 式 中 ,a6 的 
系数 矩阵 的 转 置 ) ;为 叙述 简便 , (4.5) 式 可 写作 
(入 (4.6) 
定 久 4.2 设 吕 "的 两 组 基 B, 一 {alywzs tas} 和 和 Bs 一 
{4. 5) 式 的 关系 , 则 (4. 5) 中 给 阵 4 称 为 旧 基 SB 
到 新 基 8B; 的 过 渡 矩 阵 ( 或 称 4 是 基 B, 变 为 基 8B 的 变换 和 矩阵), 
根据 定理 4.1, 过 滤 矩 阵 4 是 可 道 的 ,4 中 第 j 剂 是 新 基 的 基 
向 其 好 在 旧 基 {e ye es 下 的 航标 . 
定理 4.2 设 向 量 &« 在 两 组 基 B,= {al,ar,"… ;G4.} 和 BB; 一 
{ 季 信念 } 下 的 坐标 向 着 分 别 为 
= Cerres sr)! 和 y= (yy ,YT. 
基 B, 到 基 B; 的 过 湾 第 阵 为 各, 则 
Ay 二 或 y= 二 Ax. {4.7) 
证 ”由 已 知 条 件 , 有 {4.6) 式 成 立 , 且 
a 二 工 | 二 这 全 十 十 二, 六 


一 Y1 亲 十 3 于 一 Sn， 


Tl 31 
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”| [六 
汪 [机 sa ‘Aj 一 (el 7 次 2 se ) A 2 
Ly, Ya 
由 于 a 在 起 2. as ,ar 下 的 坐标 是 唯一 的 ,所 以 
yy ==-x 蝇 了 一 点 上 X. 本 
例 2 已 知 肛 :的 一 组 基 且 一 训导 ,并 } 为 记 王 012 1)7 及 一 


一 .07 一 0, 一 ]) 1 求 自然 基 BB 二 {8 ee: 到 有 的 过 
访 算 阵 44. 


六 三 上 6 十 255 十 于， 
解 由 ja 8z ， 


度 一 si 一 让 。 
即 
1] 1 i 
(BB BB) =- (e883s)} |2 —1 ,| 
1 0 一 1 
得 
f 了 了 1 
4A=l2 1 ol. 
1 0 一 1 


由 例 2 可 见 , 在 "中 由 自然 革 Bi 二 151 人 6 到 基 如 :一 

1 ,& ,的 过 渡 千 阵 4, 就 是 将 员 , 记 ,，……, 员 按 列 排 成 的 矩阵 . 
例 3 已 知 中 :的 两 组 基 为 B, 二 fol,as as 及 了 瑟 一 1 有 ,ps， 

敲 } ,其 中 

= (1,1,1)', 


go—= (O01,1)!, = (O00.1)', 
癌 -= (1,0,1)", 


B= (0 ,一 1)7， 房 一 (5120) . 
《0 求 基 BB 到 基 B; 的 过 滤 矩 阵 446iD 已 知 g 在 基 吾 | 下 的 至 
标 为 ,一 2 ,一 7 , 求 a 在 基 Bs 下 的 坐标 . 
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解 人 设 


(所 ;应 : 凡 ) 一 《ar 4 ,0 ) 


Hl | > 


al da ds, 


将 以 列 向 量 形式 表示 的 两 组 基 向 量 代 人 上 了 式 , 得 


[1 0 1 ‘1 0 Olfar ds as 
0 1 2|=|1 1 0|lay ass “| 
1 一 1 0 | 1 lJ)iasy ass ts 
故 过 渡 垂 阵 
dl Ul Ul 1 0 0171[1 0 1 
六 二 i asz Ga | 一 1 | | 1 | 
al dg aa 1 1 1 1 一 1 0 
1 0 0 1 0 1 1 0 1 
= | 一 主 1 0 ] |- 一 1 1 中 
0 一 1] 1| (1 —1 0 1 一 2 一 2 
GD 根据 定理 4. 2 的 (4.7) 式 ,得 a 在 基 B, 下 的 坐标 
V1 1 0 一 2 —1 1 5 
yz | 一 各 :| 一 全 | 一 1 3 | 2 中 
了 3 一 | 1 2 1 一] 一 二 


此 题 的 另 一 解法 : 先 求 出 a , 即 
= (l,l1,— 2)', 

然后 控 立 一 YI By 遍 十 ys 记 1: 解 量 坐标 Cy 4 M2 3 7 

利用 定理 4.2 的 结论 ,容易 得 到 平面 直角 坐标 系 中 坐标 轴 旋 
转 的 坐标 变换 公式 . 

设 平面 直角 坐标 系 道 时 针 旋 转 2 角 ( 如 图 41 所 示 ) 在 人 zy 
坐标 村 中 , 取 基 二 ,es 二 ;在 DOz'y 坐标 系 中 取 基 se: 一 六 ,ez 一 
产 . 则 
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12 (cose 十 (singyes ， 


已 一 (一 singyel + (cos e,. 


图 +4.1 
即 
s — sing 
(有一 ce) 人 中 
sing coso 


于 是 向 量 z 在 基 {s ,862} 和 {ei,2} 下 的 坐标 Cz ;31) 和 (xi ,yz) 满 足 
美 系 式 


Cs Le og) () 
4.2。R" 中 向 量 的 内 积 标准 正 交 基 和 和正 交 适 阵 


4.2.1 n 维 实 向 量 的 内 积 , 欧 氏 空 间 


在 前 面 讨论 的 wn 维 实 向 量 空间 中 ,我 们 只 定义 了 向 基 的 线性 
运算 , 它 不 能 描述 向 量 的 度量 性 质 , 如 长 度 , 夹 角 等 .在 二 维 儿 何 空 
间 中 ,向量 的 内 积 ( 即 点 积 或 数量 积 ) 描 述 了 内 积 与 向 量 的 长 度 及 
夹 角 间 的 关系 . 由 内 积 定义 

a*b= |al ls costa,by, 
可 以 得 到 
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costasb) =— 7 ， all =va:a. 
:Fall el 


若 a 一 ui 十 aaj 十 oa, 简 沁 为 a 一 va yas) 二 [bj 十 
记 上 简 记 为 6 二 C94;Bo,84). 由 内 各 的 运算 性 质 和 内 积 的 定义 ， 
可 得 


a b=ab ats + db. 

现在 我 们 把 三 维 几 何 向 旦 移 内 积 瓜 广 到 nn 维 实 向 量 . 在 nn 维 
实 向 晤 室 间 中 定义 内 和 标 运 算 . 进 而 定义 癌 量 的 长 度 和 夹 角 .使 n 维 
实 向 量具 有 度量 性 . 

定 党 和 3 设 g 一 (garagewoa)! 和 有 一 (人 
期 定 a 与 8 的 内 积 为 

Cas 有) = bastbs tt dD,. 

当 a ,及 为 列 向 量 时 ,ay 月 ;一 人 各 一 有 ea ， 

根据 定义 ,容易 证 明 内 积 且 有 以 下 的 运算 性 质 ， 

《Da B= (Poa); 

Cii) ce 十 及 .77 一 (ay 十 (有 .73 {4.8) 

(iii (koa, BP)=k(a, B); 

《iv) (a sa)220 等 续 成 立 当 日 仅 当 wx 一 小 
其 中 a, B, y ERR’.kER. 

由 于 向量 x 与 自 均 的 内 积 是 紫 和 负数, 于 是 我 们 如 三 维 几 何 空 
间 中 那样 ,用 内 积 定义 维 昭 直 a 的 长 度 . 


定 兴 4.4 向 量 a 的 长 度 上 a | = (Ca ,a). (4,.9) 
定理 太 3 问 基 的 内 积 满足 
| car,B)y elel. (4. 103 


《4, 100 式 称 为 柯 西施 瓦 欧 (Cauchy-Schwarz) 不 等 式 . 
证 当 B--0 时 ,Ke,B)=0,181=0:0410) 式 显然 成 立 ， 
当月 产 0 时 , 作 启 量 a TBCE2> ), 由 性 质 (iv) 得 
‘(atipatrip)0. 
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再 由 性 质 人 ,ii 展开 上 式 左 端 得 
(asa)} 2a, BYtt CB, Byt: > 0, 
其 左 端 是 ! 的 二 次 三 项 式 , 且 己 系 数 雪 ,8) 盖 0, 因 此 判别 式 
4fay 有) 一 4(ayalfpB) LO, 

即 (CasBY EaadB,By—= | all:l 812， 
故 | ta, BRB) | allll gl. 国 

读者 不 难 证 明 , 定 理 4.3 中 (4.10} 式 等 号 成 立 的 充分 必要 条 
忻 为 a 与 8 线性 相关 . 

当 @ 二 Ca yaa 二 C6," 时 ,利用 定理 4.3 
可 得 


(Dag) 所 (Dae) Te). ‘4, 11》 
由 于 内 积 满 足 柯 西 - 施 瓦 芯 不 等 式 ,十 是 我 们 可 以 利用 内 积 
定义 向 其 之 间 的 夹 角 . - 
定义 4.5 向 量 a,B 之 问 的 夹 角 定义 为 
{ar B} = recos 下 全 全 【4.12》 


由 定义 4.5 立即 可 得 : 
定理 4.4 非 零 向 其 w, 及 正 交 (或 垂直 ) 的 充分 必要 条 件 是 
《ay 上) 一 0. 
由 于 零 向 量 与 任何 向 量 的 内 积 为 下, 因此 ,我 人 也 说 零 向 量 与 
任何 向 量 正 交 ， 
在 二 维 几何 空间 中 ,向 量 a, 8,e -HB 构成 三 角 撒 ,三 个 向 景 的 
长 度 满足 三 角形 不 等 式 | 
Fat+Bl 所 hel+t+| 821. (4. 13) 
当 e [8 时 ,三 个 问 量 的 长 度 满 足 多 股 定理 
| e+Bl?= ej:+ lp|:, (4. 14) 


在 定义 了 内 积 运算 的 二 维 向 量 空间 中 ,三 角形 不 等 式 和 色 股 
定理 仍然 成 立 .下面 给 出 它们 的 证 明 : 
ie 十 及 外 一 (十 Ba 二 B) 一 (se) 二 2(ae B+BB) DD 
失利 a 人 十 2 下 关上 才 有 下 寺 计 且 用 加 
=C|a lit ll, 
故 lat+pB la e+ {B81. 
上 面包 式 到 多 式 是 利用 了 柯 西 - 施 瓦 菠 不 等 式 ， 
当 a 1 8 时 , 吃 式 中 (ae, 8) 一 0, 于 是 就 有 
ep ?=|al?+l| pl?, 
定 久 4.6 定 尖 了 内 积 运 算 的 "nr 维 实 向 量 空间 称 为 n 维 欧 几 
里 得 空 亲 (简称 欧 氏 空间 ) ; 仍 记 作 P*. 


4.2.2 标准 正 交 基 


在 nx 维 欧 氏 空间 总 "中 ,长 度 为 1 的 单位 向 量 组 : 
BS = 1,0.0.0 0) ,8 = (C010. .0 ,ee, 
6,= {0,0,0,.,1)T, 
显然 是 两 两 正 交 的 线性 无 关 的 向 党 组 ,我 们 称 它 为 < "的 -- 组 标准 
正 交 基 . 然而 ,n 维 欢 氏 空间 的 标准 正 交 基 不 是 唯 一 的 ,为 了 说 党 
楚 这 个 问题 ,我 们 先 证 明 下 面 的 定理 ,给 出 标准 正光 基 的 一 般 定 
义 , 然 后 介绍 由 素 "中 甘 个 线性 无 美的 向 量 构造 一 组 标准 正 秘 茶 的 
施 密 特 正 交 化 方法 
定理 5 尼 " 中 两 两 正 交 得 不 合 零 向 便 的 向 重组 ( 称 为 非 零 
正 交 向 量 组 ja sy 7 " 宇 ， 是 线性 无 关 的 . 
证 设 ki 二 ks 二 "十 上 a= 人 0， 


则 (mo Dk) km) ot i=1,2s 
1 1 


由 于 (aa) 0, 教 并 ,一 有 一 1 2 $, 因此 ,elvaz， va: 线性 
无 关 . 
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定 光 47 设 和 :后 和 及 "车 


0， 了 天 了 ， 
则 称 {a var 和 …as} 是 及 "的 一 组 标准 正 交 基 ， 
例 1 设 昌 一 (ea ao 是 尽 "的 一 组 标准 正 交 基 , 求 
民 " 中 辐 量 有 在 基 忆 下 的 坐标 . 
解 设 有 =z mm 十 za 十 … 十 zc 将 此 式 两 边 对 wu (i 二 1， 
2 ,oA) 分 别 求 内 积 ,得 
(A ya} = Cr Ti 十 十 oEeyei 


1l， i=j,，.. 
《ayea ) = t+ 一 ] 2 pe ， 开 。 {44.157 


一 Dz, (a va) = x (0 2 ) = 
硕 8 在 标准 正 交 基 dl rH 9 :ae 下 的 坐标 向 量 的 第 个 分 量 为 
Xx; = (pa,), 了 一] 
在 :中 联 ij 下 为 标准 正 交 基 , 例 1 中 前 Tl ss 9 就 是 户 在 
i ,j,k 上 的 投影 . 


4.2.3 施 密 特 (Schmidt) 正 交 化 方法 


施 密 特 正 变 化 方法 是 将 及 "中 一 组 线性 无 关 的 阿 量 ci az ，…， 
a, 做 一 种 特定 的 线性 运算 ,构造 出 一 组 标 蕉 正 交 向 量 组 的 方法 . 
我 们 先 从 及 :的 一 组 基 {fel ,a; ya) 构造 出 一 组 标准 正 变 基 , 以 


揭示 施 密 特 正 交 化 方法 的 思路 和 过 程 . 
令 局 = 上 ,将 到 在 记 上 的 投影 向 量 { 匈 图 4. 2) 
_ a _ (a :上 B) 
《as Jp 一 加 za 一 | 立 2 | COS es > | B | 一 ( 品 BP1) 
人 e 竹 
一 一 此 1。 Bb ' 
《as ,有 ) - 
其 中 一 0B ,局 )" 赎 取 


R= Be— Ys ts — Rls a 9 
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而 了 | BC 如 图 4.2 所 未) 由 于 ae 与 eyez* 不 自 面 ,所 以 ws 也 与 
襄 ;B: 不 共 面 ;如果 记 a 在 名 . 尺 平 面 上 的 投影 向 号 为 7 , 即 
六 一 (qa) 十 《as Dp 一 Ys Ns = Bls a 十 Ras &. 


HH _ 《es :上 所) Co, ,应 ) 
其 中 名 一 大 局) 渡 :高 )， 并 取 


= POs ,Rl Bp- ks 各， 
则 8B LB 且 B, | 如 图 4.3 所 污 ), 


丰 2 一 


| 
1 eh 


如 此 求 得 的 记 ,8 ,BB 是 两 陋 和 不 交 的 非 老 向 甚 组. 再 将 ,PB ， 
B: 单 位 化 . 妈 取 


上 。 
一 一 有， |] .2 ,3， 
= TREE 7 


央 { 邓 ,人 钊 ; 犁 } 就 旦 全 的 一 组 标 淮 正秋 基 。 

从 上 述 正 交 化 过 程 所 效 得 的 启示 ,由 Ek“ 中 线性 无 关 的 向 其 组 
Qa.0n 也 可 类 似 地 构造 出 一 组 标 准 正 交 的 向 基 细 ;， 
癸 .…… 人 其 步 又 如 下 : 

取 

Ra， 
R=at-ksd, 
由 于 名 ,a 线性 无 关 , 所 以 雇 关 0, 为 使 刀 ,及 止 交 , 即 
(BB)= Ca ky BB ) 
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= (gpB) +t RatA BY) 一 0， 
便 得 
(az 1 
人 “gy: 
再 取 
B= :| 2 碟 十 &s 局 ?9 
使 (BB ) 一 ( 民 , 遍 ) 二 0, 又 得 
,二 Ca ph) (a ) 
及 (BB (BB) 
继续 上 述 步 又 ,假定 已 求 出 两 两 正 交 的 非 零 向 量 记 , 记 ，…， 
B-1: 肯 上 红 
B= et Ek, Bt Rp kh: 
为 使 如 与 如 GG 二 1,2,…,j 一 ]) 正 交 , 即 
(BRB) = (m8), (BR) = 0, 


即 得 


故 


(a, 8 ) (a, 站) Bn 
Bm Ra BR) BB 


(C4. 16) 
因此 ,令吉 二 ;并 在 (4.16) 式 中 取 j= 二 2,3,*…,m, 就 得 到 两 两 正 
将 的 非 零 向 量 组 员 ,及 .……, 有 (它们 前 是 非 零 向 量 的 证 明 曾 给 球 者 
去 完成 ). 再 将 它们 单位 化 为 
俐 "hy 
其 中 轴 一 证 B.j 一 1,2,…, 光 ,这 就 由 线性 无 关 的 a ,ass 


ec- 析 造 出 了 标准 正 交 向 量 组 访 .六 ,加 .这 个 正 交 化 过 程 称 为 施 
密 特 正 交 化 方法 . 
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如 果 {el yess… yaw} 是 EE "的 -~ 组 基 , 按 施 密 特 正 交 北 方法 , 必 
可 构造 出 及 "的 一 组 标准 正 交 基 { 功 ; 妆 ，… ;加 }. 由 此 可 见 , 民 “的 标 
准 正 交 基 不 唯一 . 在 及 中 ,任何 单位 长 度 的 两 两 正 这 的 三 个 向量 
都 是 它 的 标准 正 交 基 . 

例 2 已 知 B={a ,as,@;} 是 及 ?的 一 组 基 , 其 中 

m= ,Cm10) ,m= (1,0,1) ,8 = (1,— 1,1)., 

试用 施 密 特 正 交 化 方法 ,由 B 桔 造 :的 一 组 标准 正 交 基 . 

解 了 到 户 二 a = 二 (1 ,一 1,0)， 


1 fil 1 
= (1,0,1) 一 到 (1, 一 1,0) = (3 ,3 ,1)， 


RA a (as 及 ) A (aa :让 ) Bb 


( 虽 , 记 }) (PB) 
211 1 2 
= 一 《1]， 1 ,1》 (5'31)— zl 1.0) 


-= (3 -3) 


再 将 , 访 , 妈 单位 化 ,得 R “的 标准 正 交 基 为 


1 一 | 
9 一 TARTA- 万 ' 矶 "9 


4.2.4 正 交 和 矩阵 及 其 性 质 


正 变 矩阵 是 一 种 重要 的 实 方 阵 , 它 的 行 . 列 向 量 组 皆 是 标准 正 
奖 向 量 组 . 下 面 先 给 出 正 交 矩阵 的 定义 ,然后 讨论 它 的 性 质 . 
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定 尽 条 8 设 太 ER"", 如 果 起 " 有 有 二 了 .就 称 有 为 正 交 短 阵 . 
定理 4.6 和 4 为 n 阶 正 交 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 的 列 向 其 
组 为 及 "的 一 组 标准 正 变 基 . 


如 11 可 12 机 Ln 


nl 如 2 2 rr 


按 列 分 块 为 (ea 2 Co ) ,于 是 


ol at oa oad, 
工 T T 上 
位 > a Al QR; Cs; ” 
六 人 并 一 _ 【全 ri | 一 ， 
a eral A ran 
因此 ,4574 一 工 的 充分 必要 条 件 是 
wii 一 《ma) = 11, = 1,2,. nn) 


上 且 
aa 一 《aoi) 一 0， 了 和 ij 一 1 2 

即 4 的 列 向 量 组 1 ee } 为 素 " 的 一 组 标准 正 交 基 . 图 

定理 4.7 设 和 ,8 箔 是 x 阶 于 交往 阵 , 则 . 

0) det 生 二 1 或 一 1;07) -1 一 A471(iii) 47( 即 4) 也 是 正 奖 
矩阵 ifivy 48 也 是 正 交 和 矩阵 . 

证 ”0 ,( 记 的 证 明 留 给 读者 练习 ， 

Ciiiy 由 于 C&T)7TA7 一 447 二 4&1 二 了 所 以 及 1{ 即 及 1) 也 是 
正 交 矩阵 ,从 而 4 的 行 向 蛤 组 世 是 尺 "的 一 组 标准 正 交 基 . 

Civ) 由 (AB) TCAB)= 二 B87(ATA)B 一 8B"B 一 1, 即 得 48B 也 是 正 
交 算 阵 , | 

定理 4.8 车 列 向 量 x,yER" 在 n 阶 正 交 甜 阵 4 作用 下 变换 
为 及 x;yERR", 则 向 量 的 内 积 ,长 度 及 向 量 间 的 夹 角 都 保持 不 
变 , 即 
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Cx Ap) 《rc 一 人 过 让 al 一直 ?||， 
Cx po ty) 
证 (Ax Ay) = CAx)' CAY) = x!'tA'A)y 


= XI Oo (Cx, y), 
一 有 | 二 上 x. 辐 理 Ay 二 
Ti. 因此 
。 六 ;入 ) _ Cx 、 
cos(Ax 4 = ra JarT 二 人 号 一 cos Xs 
所 以 向 量 Ax 与 &3 的 夹 骨 等 于 x 与 了 的 来 角 ， 国 


欧 还 空间 中 向 量 x 在 正 交 帘 阵 作用 下 变换 为 4x, 通 沉 称 之 为 
欧 氏 空间 的 正 交 变换 . 它 万 第 6 章 中 研究 二 次 拒 的 标准 形 时 起 着 
重要 作用 . 


“4.3 线性 空间 的 定义 及 简单 性 质 


线性 空间 是 我 们 碰 到 的 第 一 个 抽象 的 代数 结构 , 它 是 三 维 儿 
何 问 量 空间 和 = 维和 疝 量 空间 进一步 推广 而 抽象 出 来 的 一 个 概念 . 

在 解析 几何 中 讨论 的 三 维 几 何 向 基 , 它 的 加 法 和 数 与 问 量 的 
全 法 运算 可 以 措 述 一 些 几 和 何 和 力学 问题 的 有 关 属 性 . 为 了 研究 一 
般 线 性 方程 组 的 解 的 理论 ,我 们 把 三 维 向 量 推广 为 # 维 向 最, 定义 
广 有 #2 维 向 其 的 加 法 和 数量 彝 法 运算 ,讨论 了 nn 维 向 量 空间 中 的 癌 
量 关 于 线性 运算 的 线性 相关 性 ,完满 地 图 晨 了 线性 方程 组 的 解 的 
理论 . 

全 体 nn 维 实 向 量 作成 的 集合 中 ,定义 了 向 量 的 加 法 运算 和 
实数 与 回 量 的 数 乘 运算 ,就 称 为 实数 域 上 的 ” 维 辣 三 空 间 (5 记 和 作 
"中,P “对 两 种 运算 封闭 旦 满足 8 条 规则 ( 见 本 节 定 多 2). 

在 数 堂 研究 的 对 象 中 .有 很 多 类 地 的 集合 ,也 可 在 其 中 定义 加 
法 运算 成 由 给 定数 域 中 的 数 与 集合 中 的 元 素 之 问 定 义 数 乘 运算 ， 
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使 集合 对 两 种 运算 封闭 并 满足 相 则 的 8 条 规则 . 因此 ,我 们 撤 开 集 
全 的 具体 对 每 和 两 种 运算 的 具体 含义 ,把 集合 对 两 种 运算 的 封闭 
性 及 运算 满足 的 规则 抽象 出 来 ,就 形成 了 抽象 的 线性 空间 的 概念 ， 
这 种 抽象 将 使 得 我 们 进一步 研究 的 线性 空间 的 理论 可 以 在 相当 广 
证 的 领域 内 得 到 应 用 . 

定 灾 49 数 域 f 上 的 线性 空间 VW 是 一 个 非 空 集合 , 它 带 有 
两 个 运算 一 --- 加 法 ( 记 作 a 十 8) 和 数 症 乘法 (简称 数 乘 ,是 下 中 的 
数 1 与 纺 中 元 素 a 四 乘 , 记 作 4&), 且 YY 对 两 种 运算 封闭 ( 即 运 算 
结果 仍 属于 并 渍 足以 下 8 条 运算 规则 : 

(1) e 十 及 一 中 十 as 《 安 

(2) Ca +P) +T7 一 aa 十 (二 7)3 ( 结 

(3) 存在 9 EV ,使 z 十 9 一 & ,其 中 8 称 为 V 的 零 元 素 ， 

(4) 存在 一 2 EVV, 使 x 十 (一 a)=8, 其 中 一 a 称 为 « 的 负 


律 》 


元 素 ; 
(5) la —as 
(6) Kila )= (kDas (结合 律 》 
(7) (KR 十 De =—=ka 十 种 ; 《分 配 律 ) 
(8&) RE(a 十 有 -je 十 各. (分配 竺 ) 


其 中 2, 8, 7 是 V 中 任意 元 素 必 是 下 中 任意 数 . 

FF 为 实 ( 复 ) 数 域 时 . 称 为 实 ( 复 ) 线 性 空间 ,简称 实 ( 复 空间 ， 

线性 空间 Y 中 元 素 也 常 称 为 向 量 , 线 性 空间 中 的 加 法 和 数 乘 
运算 称 为 线性 运算 ， 

显然 ,三 维 几 何 向 量 空间 和 .3 "都 是 线性 空间 的 其 体 模 型 ,下 
面 再 列举 -- 些 线性 空间 的 例子 . 

例 1 数 域 上 的 全 体 多 项 式 F[x], 对 通常 的 多 项 式 如 法 利 
数 乘 多 项 式 的 运算 构成 数 成 下 上 的 线性 空间 ,FLz] 的 地 元 厌 是 系 
数 全 为 霍 的 多 项 式 ( 称 为 零 儿 项 式 ), 任 一 个 元 素 fx) 的 负 元 妹 是 
(一 1)7Cc). 如 果 只 誉 虚 次 数 小 十 的 实 系 数 多 项 式 .那么 它们 连 
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例 2 全 体 关 xz 实 乞 阵 ,对 和 抢 阵 的 加 法 和 数 乘 运算 梅 成 实数 
域 上 的 线性 空间 , 记 作 六 "(或 邮 《RD 有 到 "的 零 元 素 是 
m Xn 零 欠 阵 , 任 一 元 素 4 的 负 元 素 是 (一 4)、 

例 3 区 间 [La.5j 上 的 全 体 实 连 续 函 数 ,对 通 带 的 函数 刀 法 和 
数 与 函数 的 乘法 运算 构成 实数 域 上 的 线性 空间 , 记 作 CLa,;5j. 在 
《ua.6) 上 全体 束 阶 导数 连续 的 实 函 数 C*(a,8) 对 同样 的 加 法 和 数 
乘 运算 也 构成 实 线性 空间 . 

对 于 给 定 的 非 空 集 侣 Y 和 数 域 下 ,如 果 定 义 的 加 法 和 数 对 运 
算 不 封闭 ( 即 运 算 的 结果 不 属于 WV), 或 者 运算 不 能 完全 满足 8 条 
规则 ,那么 V 对 定义 的 运算 就 不 能 构成 数 域 下 上 的 线性 空间 . 例 
如 ,全 体 # 阶 实 乞 阵 对 托 阵 的 吉 法 和 数 乘 运算 不 能 悔 成 复数 域 上 
的 线性 空间 ,全体 非 零 的 三 维 实 向 量 对 向 蔓 的 加 法 和 数 乘 运算 也 
不 构成 实 的 线性 空间 . 

由 线性 空间 的 定义 可 以 得 到 线性 空间 的 下 列 简单 性 质 . 

《i 线性 空间 的 零 元 素 是 唯一 的 ， 

幅 设 台 ,外 是 线性 空间 的 两 个 零 元 素 , 则 

= 如 十 入 二 各 十 中 二 让. 

5iil 线性 空间 中 任 一 元 素 a 的 负 元 素 是 唯一 的 . 

幅 设 员 ,凡是 a 的 两 个 负 元 素 , 即 

ta 十 及 一 wa 十 房 三 8 
于 是 
B=pBi+e=Bt+ ati+p) 
一 (有 二 az) 二 各 = 吓 计 王 应 . 
利用 负 元 素 ,定之 减法 如 下 : 
Be = Bit— a). 
CD 着, BB EV;&,iL 人 下, 则 有 有 
kla—B}= ke， 
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(ki})a ~ ia. 

这 是 因为 

开 Ke 一 由) 十 明 一 时 (ae 一 甩 ) +BA]= Rlat Ct—B) 十 和 7 

一 Re 十 下 ) 一 hea, 

katian = D+lla= ha. 
在 上 述 两 式 的 两 端 ,分别 加 一 胡 和 一 站 ,* 即 得 所 要 的 结果 . 

由 性 质 (i) , 令 a 二 有 ye 一 8 7 一 0 分 别 可 得 : 

Civ) 8 =8,k(C— 有 六 二 一 ( 胡 ) 00 = 二 6,( 一 Dz 二 一 (i a) ,特别 
地 ,( 一 Da 一 一 a .以 后 ,一 (如 }) 简 记 作 一 避 . 

(vy) 设 a EV ,EF, 若 如 二 上, 则 上 上 ==0 或 w 一 9. 


假设 闫 0; 则 a 一 1a 一 二 (in) 一 9 一 


k 
由 于 线性 空间 具有 上 述 简 单 性 质 , 对 于 线性 空间 中 元 素 作 线 
性 运算 所 得 的 方程 ,如 : 
上 二 轴 十 十 有 一 上 (天 0)， 
就 容易 解 得 
8 = 一 名 立 1 < a 


”4.4 ”线性 子 空间 


对 于 数 域 下 上 的 线 手 空 闻 Y《 简 记 作 Y(P)), 它 的 子 集合 三 
关于 VY(F) 中 的 两 种 运算 可 能 是 封闭 的 ,也 可 能 是 不 封闭 的 . 例如 
及 :的 下 列子 集合 : | 

Wi = {ri ze rra) | Ti CO— X57r, C= 0}, 

Ws = {rxrts) | Xx 二 ox = 1}. 
你; 是 过 原点 的 平面 x 一 x 十 5x; 二 0 上 的 全 体 向 量 ;W; 是 不 过 
原点 的 平面 x 一 2 十 5x; 一 1 上 的 全 体 向 量 . 容易 验证 ,Wi 关于 
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向 量 的 加 法 和 数 乘 运 算是 封闭 的 ,而 W; 对 这 两 种 运算 居 不 封 
扶 的 . 

显然 ,W。 对 及 中 的 线性 运算 不 构成 个 线性 空间 ,因而 不 是 
2 的 一 个 线性 子 空间 ,而 WW 则 是 志 * 的 一 个 线性 子 空间 . 下面 纺 
出 线性 空间 的 子 空间 的 定义 ， 

定 久 410 设 V( 下 是 一 个 线性 空间 ,W 是 VY 的 一 个 非 空子 
集合 :如 果 久 对 VF) 中 定义 的 线性 运算 也 构成 数 域 下 上 的 线性 
空间 ;就 称 W 为 VC) 的 一 个 线性 子 空间 (或 简称 子 空间 ). 

定理 4.9 线性 空间 起 的 非 空 子 集合 WW 为 WV 的 子 空间 的 
充分 必要 条 件 是 W 对 于 VV 的 两 种 运算 封闭 . 

证 必要 性 是 赫然 的 ,下 画 证 充分 性 . 此 时 只 需 验 证 全 中 的 
向 重光 是 线性 空门 定义 二 的 名 条 规 出 ' 由 了 下 是” 的 天 空 了 全 

人 台 .所 以 规则 5C1),(2), (5) 10630708) 显 然 成 立 . 因 此 .只 需 证 骨 
9 EW;WW 中 每 个 向 量 a 的 负 向 量 (_a ) 也 在 多 中 , 由 于 吓 对 数 
乘 运 算 封 闭 , 即 YAEF, Ya, 均 有 ha EW. 取 4 二 0. 一 1, 则 有 
Oa—~oOEW.—1a 一 一 4 生父 时 

例 1 在 线性 空间 V 中 ,由 单个 的 零 向 量 组 成 的 子 集合 但} 是 
8 的 一 个 子 空间 ,叫做 零 子 宝 间 ;VY 本 身 也 是 VY 的 一 个 子 空间 .这 
两 个 子 空 间 也 叫 人 散 Y 的 平凡 于 室 间 ,而 六 的 共 他 子 空间 吊 居 非 平 
凡 子 空间 . 

例 2 设 AEF"*', 则 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 的 解 集合 

3 一 fri4r = 由 
是 Fr 的 一 个 子 空间 , 叫 敌 齐 次 线性 方程 纽 的 解 空间 (也 称 和 矩阵 轨 
的 零 空间 , 沁 作 NN(4)), 但 蚌 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 了 的 解 集合 
不 是 F" 的 子 室 间 ， 

例 3 全 体 >” 阶 实数 量 矩 阵 、 实 对 前 抵 阵 . 实 对 称 抽 阵 , 实 上 
C4 下 ) 三 角 系 阵 分 别 组 成 的 集合 ,部 是 "的 子 空间 ， 

例 4 设 R* 的 子 集合 
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Vi= {m0,0)| x 后 只) 
Ve = {1.0.05) | xR}. 
则 交 是 驴 的 子 空间 ,Vs 不 是 及 "的 子 空间 ,它们 的 斤 何 意义 是 : 
YY, 是 z 轴 上 的 全 体 向 着 :V， 是 过 点 (1.0,0) 与 = 轴 平 行 的 直线 上 
的 全 体 向 量 . 在 三 维 几 集 向 量 补 半 中 ,凡是 过 原点 的 平面 或 直线 上 
的 全 体 向 其 组 成 的 子 集 合 都 是 FE* 的 子 空间 ;而 不 过 原点 的 平面 或 
直线 上 的 全 体 向 量 组 成 的 子 集合 者 不 是 民 * 的 子 空间 . 
定理 4.10 设 Y 是 数 域 F 上 的 线性 空间 ,3 是 Y 的 一 个 非 空 
子 集合 , 则 S 中 一 切 向 量 组 的 所 有 有 线性 组 合 组 成 的 集合 
Wo= {kn 二 khan | mE Sk EF,i= 1, ,7) 
是 VY 中 包含 S 的 最 小 的 于 空间 . 
证 WW 显然 包 合 SS, 设 a,， BEW, 则 存在 al, ast,an， 
局 :应 9 BES RE ks ss Rd ds ;4 所 ,使 得 
Ok | ko Gal ns 
BoBtil Rit ip,. 
子 是 和 十 有 一 (Ra 十 十 开 atn 十 (5 记 十 十 帮 有 后 克 . 
及 上 EF, 也 有 
ka = RGB 二 十 才 mn) = RE 二 :RRA W. 
所 以 WW 是 Y 的 一 个 于 空间 . 
再 设 WW* 是 VY 中 包 会 S$ 的 任 一 个 子 空间 , 则 
Ya kw 二 -二 kha, W. 
由 子 @ ;a 所 SSCW" ,所 以 必 有 & 万 玉 从 市 璇 三 开 和 ;因此 玉 
是 Y 中 包含 S 的 最 小 子 空间 . [|] 
定理 4.10 中 的 镀 称 为 山 Y 的 非 空子 集 $ 生成 的 的 子 空 
癌 ,或 者 说 汪 生 成 宝 , 当 S 为 有 限 子 集 {a as， 时, 记 卫 一 
Le ye as) 并 称 作 是 由 向 量 组 ae ao 生成 的 子 空间 . 
例如 , 齐 次 线性 方程 组 &x 一 小 的 解 空间 是 由 它 的 基础 解 系 生 
成 的 子 空间 ;5 中 任 一 个 过 原点 的 平面 乒 的 全 恒 向 量 所 梅 成 的 子 
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空间 ,是 出 该 平面 上 任意 两 个 线性 无 关 的 向 量 生成 的 子 空 间 . 

定理 11 设 Wi,W; 是 数 域 上 上 的 线性 空间 Y 的 两 个 于 
空间 , 且 Wo=L(om 一 ,入 ), 则 WU 一 克 ， 的 充 要 
条 件 是 两 个 向 量 组 w ,… ,a, 与 8 ,及 可 以 互相 线性 表示 ( 即 两 个 
向 其 组 中 的 每 个 向 量 都 可 由 另 一 个 向 壮 组 线性 表示 >. 

证 必要 性 是 显然 的 ,下 面 证 充分 性 . 

设 & 二 刀 十 下 十 ka 所 Wi :由 于 a,(i 二 1,…*,5) 可 由 向 景 组 
房 ,入 线性 表 出 ,所 以 az 也 可 由 ,，…*:B 线 性 表示 , 即 存在 
,sd 人 下, 使 

Ga 一 局 只 十 和 十 BE W:, 
因此 ,Wl 守 W;. 

同 理 可 证 ,Ws 守 W, 从 而 有 到 ,二 WW，. [| 

定义 11 设 W ,Ws 是 线性 空间 Y 的 两 个 子 空间 , 则 VV 的 
子 集合 

WN W= fala€ W, Ha€ Wt, 

Wi Wo= {oat+tol mE Wi mt Wa}, 
分 别称 为 两 个 子 空间 的 变 与 和 . 如 果 歼 : 门 Ws 二 {但} ,就 称 WW 十 
Ws 为 直 和 , 记 作 玫 : 中 W:. 

需要 注意 的 是 , 克 : 十 存 。 是 由 玉 W 中 的 任意 向 量 与 琴 : 中 的 任 
意向 量 的 和 组 成 的 集合 ,这 与 W LW 的 概念 是 不 同 的 . 

定理 4. 12 线性 空间 VCF) 的 两 个 子 空 间 研 :, 且 :的 交 与 和 
仍 是 V 的 子 空 间 . 

证 ”我们 只 证 丈 :, 十 丈 : 是 六 的 子 室 间 ,为 此 只 和 需 证 Wi 十 W， 
对 Y 中 的 线性 运算 封闭 . 

设 z ,PEW 十 W;; 即 存在 a :EW + ; 记 扬 W; ,使 

立 三 三 十 QB 二 忆 二 久 ， 
子 是 tpB 一 Cw 十 wo) 十 {六 十 访 ) 
= (ta) (est+pa) EE W.-We, 
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再 设 AEF, 则 Xa 一 aa -上 Fas) 二 Aa 二 Ag EW 十 W,. 


故 WW 十 W; 也 是 VY 的 一 个 于 空间. i 
下 面 介 绍 有 有 用 的 矩阵 列 空间 和 行 空间 以 及 "的 正 交 子 空 间 


定义 未 12 矩阵 4 的 列 {( 行 ) 向 量 组 生成 的 子 室 间 , 称 为 矩阵 
起 的 列 ( 行 ) 空 间 , 记 作 RC4)ICR(04T)). 

若 AAEMeat 训 7), 则 息 的 列 向 其 组 81 ,BB :用 皇 及 *, 行 癌 量 
组 mw ya 如 "于是: RCA) 一 上 L(B, 访 ,… ,只 } 是 它 " 的 一 个 子 
空间 ;有 (4 一 工 (oa van) 是 尺 "的 … 个 子 空间 . 

第 3 章 讲 过 , 非 齐 次 线性 方程 组 4x 一 让 有 解 的 多 要 条 人 御 之 
一 :是 A 的 列 向 量 组 的 线性 组 合 ”. 根据 矩阵 列 空间 的 定义 ,这 
个 充 要 对 件 也 可 握 述 为 “属于 4 的 列 空 间 , 即 bE RCA)”. 

定 兴 本 雪 设 和 启 基 2 ER",W 是 及 "的 一 个 子 空间 ,如 果 对 于 
任意 的 7 皇 琴 ,都 有 (ay 一 0, 就 称 a 与 子 空间 环 正 玄 , 记 作 
a | W. 

定义 4.14 设 V 和 研 是 ERE" 的 两 个 子 空间 ,如 果 对 于 任意 的 
a EVAEW, 都 有 {a, 8) 一 0, 就 称 V 和 到 正 变 , 记 作 V1 W. 

例如 ,E* 中 Ozy 平面 上 的 全 体 向 量 和 x 轴 上 的 全 体 向 基 , 分 
别 是 有 R!: 的 二 维和 一 锥 子 空间 ,它们 是 两 个 正 交 的 子 空间 . 但 是 过 
原点 焉 相 垂 直 前 两 个 平面 上 的 全 体 疝 量 构 成 的 两 个 对 空间 不 是 正 
交 的 子 空间 (因为 它们 交 线 上 的 非 零 向 量 白 身 的 内 积 不 等 子 零 ). 

齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0, 即 


EN 立 二 233 二 "十 &Ix, 一 0， 


dol Ti 二 drs 十 十 ce = 0, 

Rm T] 二 tna 十 natn 0. 
其 每 个 解 问 量 与 系数 矩阵 名 的 短 个 行 向 量 都 正 交 ,所 以 解 空 间 与 
肆 的 行 空间 是 正 交 的 , 即 
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Na) | ROAM). 
定理 4 13 天"* 中 与 子 空间 YW 正 交 的 全 部 向 茵 所 构成 的 集合 
Wo= ale LL Vac Rr"} 
是 > "的 一 个 子 空 间 . 
证 ”因为 零 向 量 与 任何 子 空间 正人 交 . 所 以 W 是 非 空 集合 , 设 
2 加 后 全 -于 是 对 任意 的 ?7 和 了 ,都 有 (ay ) 一 0as 7 ) 一 0 从 
而 有 


(ai 十 osy) 一 0 y) 一 0 人 (REG 了)， 
遍 人 ad ee LY ,ka LV ,Ro to EW,A EW, 上 WW 是 3" 的 一 
个 子 空间 . 
定 关 4.15 及 "中 与 子 空间 六 不 交 的 全 体 向 量 构 成 的 子 空间 
不 , 称 为 Y 的 正 变 补 , 记 作 丈 一 -. 
例如 ,4x= 4 的 解 空间 NtA) 必 由 与 的 行 向 基部 不 交 的 全 
部 向 基 构成 ,所 以 


NCA)Y = (RCATYYL. 
这 是 齐 次 线性 方程 组 4x 一 0 的 解 空间 的 一 个 基本 性 质 . 


“4.5 线性 空间 的 基 维 数 ”向量 的 坐标 


在 本 章 前 几 节 中 ,我 们 对 十 天 已 经 知道 : 所 中 任何 x 个 线 
性 无 关 的 向 量 都 是 一 组 基 , 尾 一 个 向 量 融 可 由 F* 的 基线 性 表 
未 ,其 表示 的 系数 按 序 排 成 的 向 量 就 是 a 在 这 组 基 下 的 坐标 . 规 
在 ,我 们 要 在 - 般 的 线性 空间 YE 中 讨论 类 伺 的 问题 . 为 此 先 站 
讨论 YE 中 元 素 ( 或 称 向 量 ) 的 线性 相关 人 此， 

由 于 线性 空间 基于 两 种 运算 和 F" 关于 其 线性 运算 -- 样 满足 
相同 的 8 条 规则 和 简单 的 性 质 , 因 此 , 户 中 间 量 的 线性 相关 人 竹 的 
定义 及 有 关 的 基本 结论 也 都 适用 于 一 般 的 线性 空间 V. 对 此 ,我 们 
不 再 重复 叙述 ,但 要 注意 ,那里 的 向 基 wy 有 7 ,…, 在 这 里 是 六 中 
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的 元 素 , 那 里 的 零 向 量 是 这 里 Y 中 的 零 元 素 . 

例 1 证 明 ;线性 空间 只 [xj 中 元 素 记 = 二 1, 记 二 ;二 
Ti 4s.-! 一 2 1! 是 线性 无 关 的 . 

证 设 开矿 十 开户 fo 二 1 一 0Cz) 即 

局 十 让 祥 十 aT 十 十 RT 二 0tz)， 

上 式 中 的 0(x) 是 所 [x]; 的 零 元 素 , 即 零 多 项 式 . 因此 要 使 1，x， 
Zz 1 的 线性 组 合 等 于 零 多 项 式 , 仅 当 系 数 Ro sR so se: sR 
全 为 零 才 能 成 立 . 故 1,x,x!，-…,x* ! 是 线性 无 关 的 . 

例 2 证 明 ; 线性 空间 &*** 中 的 元 素 


] 9 1 1 1 1 1 1 
“| 
0 0 0 0 1 0 1 1 


是 线性 无 关 的 ， 
证 设 
Ai 十 ko 私 z 十 靖 太 :十 二 总 ， 二 和 zwz， (%) 
即 IN | ( ?)， 
ks 十 有 0 0 
ki 十 kz 十 ks 十 4 一 0， 
kz 十 到 十 用 二 0， 
于 是 开 s 十 有 一 0， 


天 + 二 0. 
《 基 ) 式 才 成 立 , 页 ET 是 线性 无 关 的 . 
显然 ,在 蕊 *“ 中 ,和 给 阵 


尼 (- 0 E ( - E ( 0 E ( 0 
四 中 0 路 ”0 1) 


也 是 线性 乱 关 的 ,让 三 2 后 中 尾 一 个 殖 阵 
( a 
ce a 


)= oF + bE + cE + dFw, 


184 第 4 章 商量 空间 与 线性 变换 


读者 也 不 难 证 明 ,在 “中 任意 5 个 元 案 ( 二 阶 短 阵 )A4 ,B,C1D,@ 
是 线性 相关 的 ,如 果 态 ,8,C,DD 线 性 无 闫 , 则 人 口 可 由 六 ,B,C,DD 线 
性 表 出 ,有 旦 表示 法 办 一 ,2 的 这 些 属性 与 “是 类 似 移 ,现在 我 们 
把 线性 空间 的 这 些 属 性 抽象 为 基 . 维 数 和 举人 慰 的 概念 . 

定 灾 416 如 果 线 性 空间 VF) 中 大 在 线性 无 关 的 向 革 组 

B= {e yesz as ,及 人 尾 一 a 万 V 都 可 由 B 线性 表示 为 

OT 全 十 十 …” 十 -人 {4, 17) 
则 称 Y 是 n 维 线性 空间 (或 说 六 的 维 数 为 了 , 记 作 uimyY 一 朵 5 旦 是 
克 的 一 个 基 : 有 序数 组 (riyzr，…ro) 为 ae 关于 基 日 (或 说 在 基 避 
下 的 化 标 ( 向 量 ), 记 作 

0 一 《Evil EE FP*. {4, 18) 
如果 VPR 中 有 任意 多 个 线性 无 关 的 向 量 , 则 称 Y 是 无 跟 维 线性 
空间 . 

容易 证 明 , 在 Flxij yl rr (天 为 任意 正 整 数 ) 是 线 
性 无 关 的 ,因此 .FLz] 是 无 限 维 线性 空间 . Cla.5] 也 是 无 限 维 线性 
空间 .在 我 们 的 课程 里 ,只 讨论 有 限 维 线性 空间 . 

在 #2 维 线性 空间 Y 中 ,任意 ?十 1 个 元 吉 启 ,应 ,有 都 可 以 
册立 的 一 个 基 ata,…，a 线 性 表 出 ,因此 , 息 据 定理 3.4 可 知 ,于 
维 线性 空间 中 任意 ?十 1 个 元 素 都 是 线性 相关 的 . 所 以 ,n 维 线性 
空间 YY 中 ,任何 "个 线性 无 关 的 向 量 者 是 VW 的 - 个 基 

例如 : F[zj, 是 az 维 线性 空间 ,11z, 区 是 它 的 -一 
个 基 ， 有 2 是 4 维 线性 空 向 ， (EE ) 和 例 2 中 的 
{4i ,4 ,45 ,4 都 是 它 的 基 ;，F“ "是 mx 维 线性 空间 ,这 是 因为 
Ex" 中 存在 如 X 寺 个 线性 无 关 的 元 素 瓦 ; (EE 是 第 i 行 第 i 列 为 1， 
其 余 元 素 全 为 零 的 meXn 矩阵 ,i 一 1, sj 二 1 yn, 而 且 和 他 一 
个 mxXn 和 矩阵 可 由 它们 线性 表 出 ， 

在 线性 空间 Y 中 ,由 向量 组 g,1ass ya 生成 的 于 空 河 
[aya ye 的 维 数 等 于 向 量 组 aiyaz,…a, 的 秩 , 向 量 组 
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alvez ye 的 概 术 线性 无 关 组 是 上 (Ca,@，…,&,) 的 基 . 矩阵 A 的 
列 空间 > (4 和 行 空 间 及 (4 的 维 数 都 等 于 秩 (4).Y 的 零 子 空间 
得} 的 维 数 为 替 . 

齐 次 线性 方程 给 4Ax 一 0 的 基础 解 系 是 其 解 空间 Nt4) 的 基 ， 
如 果 妨 是 mr Xn 答 阵 , 秩 (4) 二 7, 则 解 空间 NN(4) 的 维 数 为 n 一 rz， 
所 以 


dim( RAW) + dim( N(A)) = xn. {4. 19) 

这 是 Ax 一 0 的 解 空间 的 又 一 个 基本 性 质 . 

定理 4 到 设 耻 是” 维 线性 空间 ,多 是 Y 的 阅 维 子 空间 , 且 
B= 二 {qaQ san 是 研 的 一 组 基 , 则 已 可 以 扩充 为 Y 的 蔡 ( 即 
在 8B, 的 基础 上 可 以 添加 n 一 亚 个 向 星 而 成 泡 Y 的 一 组 基 ). 

证 如 果 m= 二 n,B 就 是 WV 的 基 ,. 如 果 澡 过 nx, 则 必 存 在 
aiEY7 ,使 wearyanrl 线 性 无 天, 否则 ,dimyY 一 六 ,这 与 
dimV 一 nn 矛盾 .如果 m+-1= 二 ,定理 得 证 ;如果 关 +1<m 继 续 上 
述 步 又 , 必 有 存在 wa ，… en EY, 使 {om 9 人 1 线性 
无关 ,这 就 是 Y 的 基 ， | 

定理 4.15 ( 子 空 间 的 维 数 公式 ) 设 全 , 玉 : 是 线性 空间 
VCF} 的 子 空 间 , 则 

dimW + dimWs = dim(W) + Wa) + dim(Wi MN Wy, 

(4. 20} 

证 设 dimWj = 二 有 s， dimW;s = 二 tdim Wi 站 Wi) 一” 则 和 Wi 门 
Wi—=L(a 一 
如 ,) ,于 是 

Wt Ws = Lim at BY ). 
如 此 ;只 要 证 明 dim( 研 ,十 研一 * 十 :一 r, 即 上 述 生 成 厂 , 十 丙 ; 的 
:十 t 一 ? 个 向 量 是 线性 无 关 的 ,为 此 , 没 
a 十 揣 十 二 Bp, ,+ 
ce. 0, 二 
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dl 如 十 十 和 十 丰 局 十 … 十 书 -站 
一 一 CO 护 一 … er 2 
内 为 公式 两 端的 向 量 分 别 属于 Wi 和 Wi; ;所 以 它们 都 属于 Wi 门 
到 , ,因此 


oP = dt td 
即 人 和 十 …… 十 如-a 十 ci 十 十 cy 一 0 
其 中 性 yao, 是 镀 ; 的 基 , 所 以 其 系数 全 为 零 ,将 其 代 
人 加 式 右 端 ,又 得 加 的 左 端 系数 全 为 零 ,所 以 中 中 向 量 组 线性 无 
关 . 加 
甘于 维 线性 空间 VCE) 中 同 量 在 基 互 下 的 坐标 的 概念 ,是 
与 F" 中 向 量 关 于 基 B 的 坐标 的 概念 是 完全 类 似 的 ,那里 的 主要 
结论 : 
《i) 向 量 在 给 定 基 下 的 坐标 是 唯一 确定 的 ; 
《ii 由 基 8B, 到 基 Bs 的 过 落 惩 阵 的 概念 以 及 过 婆 息 阵 是 可 道 
的 , 即 定 义 4.2 与 定理 4.1; 
《iiD 基 变 换 与 坐标 变 措 的 公式 ,如 定理 4.2. 
在 这 里 都 是 适用 的 . 除 此 之 外 ,我们 还 要 进一步 指出 : 
给 定 了 nn 维 线 性 空间 VC(F) 的 基 8={ 有 ,记忆 j VC) 中 
的 向 量 与 其 坐标 (x" 中 的 向 量 ? 不 仅 是 一 -一 对 应 的 ,而 上 且 这 种 对 应 
保持 线性 运算 关系 不 变 , 即 : 
VCF) 中 a 十 对 应 于 了 " 中 ep 十 $3 
VCF) 中 ha 对 应 于 下 ”中 han， 
事实 上 ,如果 e 二 Zz 忆 十 x 以 十 十 二 Bi 二 疡 十 yy 记 十 … 十 
ysA 蕊 玉 , 便 有 
在 十 一 (zt 十 3 各 十 {Xe 十 yz) 咏 十 "Ci 二) 只 9 
Ma = AT AB Cara B+ rR, 
故 (Cat bs 一 ot ba, CA Nn = Mn. 
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其 有 上 述 对 应 关系 的 两 个 线性 空间 VEF) 与 后 ,我 们 称 它们 
是 同 均 的 .上述 对 应 关系 表明 ,研究 任何 # 维 线性 空间 VCF) ,都 
可 以 通过 基 和 坐标 ,转化 为 研究 n 维 向 量 空间 .这样 , 我 们 对 不 
同 的 nn 维 线 性 空间 就 有 了 统一 的 研究 方法 ,统一 到 研究 F", 因 此， 
通常 把 线性 空间 也 称 为 向 量 空间 ,线性 空间 中 的 元 泰 也 称 为 向 是， 
例 3 证 明 :B 一 [Ary 六 六 六 - 民 其 中 i=l =x 
一 1 一 z 是 尺 [xj, 的 一 组 基 , 并 求 户 (Cz) 一 ca 十 
rt 二 Geo 十 十 Go-1x”! 在 基 B 下 的 坐标 ， 
解 ” 在 例 1 中 已 证 BB 是 线性 无 关 的 ;而且 
¥Y pir) = a tardar: dt 二 ar" ERI; 
有 Piri =acfit itafit' temfel. DD 
故 B 是 R[xj, 的 一 组 基 ( 通 常 称 自然 基 ) ,因此 有 中 [zx], 是 ”= 维 实 线 
性 空间 . 由 号 式 也 可 知 p(x) 在 基 8B 下 的 坐标 
CprDIDE = Ao dl dz pd) 


旦 定式 借助 于 矩阵 乘法 可 以 形式 地 表示 为 


Hn 
pa) = Crm | 
Hl 
例 4 设 Bi 一 {gi1gz :83):Bi 一 {有 ,hshs; ;其 中 : 
gl 一 gz 二 一 1 十 xX， 所 二 1 一 IT 十 xXx， 


i=l xr-r, ho=3r—2r, hi=l—27. 

《i 证 明 BB ,Bs 都 是 尽 Tz]; 的 基 ; 

fi) 求 基 B 到 基 Bs 的 过 渡 算 阵 ; 

《ii 已 知 [p(r)js 二 (4,3)1, 求 [p(x) J]s = (yy Ya) 

解 上 已 知 dimR [zj 二 3, 所 以 只 要 证 明 Bi 与 Be 都 是 线 
性 无 关 的 . 将 号 中 每 个 元 素 用 及 [Lz 的 自然 基 旦 一 1 六 六， 六 
线性 表示 ,得 
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gl 一 1， 态 
人 0 
gs 一 1]*， 方 一 1， 产 十 1， 方 . 
QD 式 可 形式 地 表示 为 
1 —1 ] 
(gaa 9 83 一 【六 六 1 | (人 
0 0 1 
由 于 名 式 中 右 端 矩阵 
1 一 1 1 
起 =10 1 一 1 地 
0 0 上 


的 行列 式 等 于 1 关 0, 根 据 定理 4.1, 即 得 有 一 188* :8 是 线性 
无 闫 的 , 间 理 可 证 B; 二 人 ,hs,h;} 了 世 是 线性 无 关 的 . 

(iD 与 DD 式 相 类 似 ,同样 可 写 出 基 5B; 与 自然 区 上 8 的 关系 ， 
得 到 


1 0 1 
(Chisfo ks) = Cforfis fi}?|— 1 3 0 |. 二 
一 1 一 2 一 2 
将 图 式 右 端 矩 阵 记 作 
1 0 1 
P= |—1 3 0|. 
一 1 一 2 —2 


上 述 4, 王 分 别 是 基 呈 到 基 已 和 基 B 到 基 B8B,; 的 过 滤 短 阵 . 
再 由 多 式 得 
《站 六) 一 《8 20 和， 二 ) 
将 国 式 我 入 地 式 , 即 得 
(5 二 (AP)， 
因此 , 基 到 基 B: 的 过 小 矩阵 为 
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1 1 0 1 0 1 0 3 11 
C=A'P= 0 1 1||—1 3 中- 一 2 1 一 2 
0 0 ]I I~-1 一? 一 2 一 1 一 2 一 ?| 
yi 1 6 一 4 71 [1 11 
(Ini) | 加 | 一 | 和 -| 2 一 1 2 全 | 中 
ys —5 3 一 6j {3 —11 
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首先 ,我 们 给 出 映射 的 定义 . 
定义 417 设 和 7 是 两 个 非 空 集 合 , 如 果 有 一 个 法 则 ec, 它 
使 苹 中 每 个 元 束 « 都 有 YY 中 唯一 确定 的 一 个 元 素 有 与 之 对 应 , 那 
么 就 称 = 是 式 到 YY 的 一 个 映射 , 记 作 
v0: X—Y, 
并 称 B 为 < 在 下 的 象 , 为 8 在 下 的 一 个 原 象 , 记 作 ， 
di ereD 或 ra 一 局 
注意 ,e 的 象 是 唯一 的 ,但 8 的 原 象 不 一 定 是 唯一 的 . 
由 芳 到 自身 的 映射 9, 常 称 之 为 变换 . 
如 果 入 和 后 其 0 天 加 ,都 有 区 ci Eola) ;就 称 5 为 单 射 . 
如 果 时 BEY, 都 有 aEX, 和 使 sca) 一 B, 就 称 = 为 满 射 . 
如 果 ec 既是 单 射 , 又 是 满 射 ,就 称 c 为 双 射 (或 称 一 一 对 应 ). 
例 1 (x) 一 sinz, 是 尽 一 [一 1,1j 的 一 个 映射 ,这 个 映射 了 
是 满 射 :而 不 是 单 射 ， 
Fz) 一 芋 是 坟 一 到 的 一 个 映射 , 它 是 单 射 而 不 是 满 射 . 
大 家 熟知 的 一 元 函数 中 的 线性 函数 
y= Nr = ar 《4. 21》 
《其 一 般 形式 y 一 az 十 百 可 以 通过 坐标 平移 化 为 上 述 形式 ) 是 及 一 
民 《 或 者 说 及: 一 及 的 上 映射, 它 显 然 是 双 射 . 这 个 映射 具有 以 下 


190 第 4 章 向 量 空间 与 线性 变换 


性 质 ， 
(i) Fei 十 Ta 一 了 Cr) 十 FrsD7i C4. 22) 
(ii Pazr 一 rr 是 常数 ， 
现在 .我 们 把 一 元 线性 呵 数 推 ) 到 » 维 向 量 空间 . 设 
入 ERR" ,如 果 对 每 一 个 列 间 其 xE 区 *, 上 映射 
:x—-Ax 导 dr 一 4 
( 足 呈 "一 民 " 的 一 个 映射) 满足 以 下 性 质 : 
dfxl 十 2 一 上 (XI | 一 此 Yi 十 ax 一 9 ND) 十 GCT)s 
oA) AAr) =~ AMhxX = A (rx), AE ERE. 
我 们 把 这 个 映射 < 称 为 中 "一 及 "的 线性 映射 (也 称 线性 变换 ). 
更 一 般 ,如 果 ER"",xE 况 ", 则 映射 
和- 人 
尾 王 " 钊 及 ”的 线性 映射 . 例如 ,二 元 线性 函数 
y= fx Te) 一 和 II 十 adtrz 一 (ae 人 
外 
就 是 中 "一 只 的 线性 映射 . 
本 节 主 要 是 讨论 及 "一 及 "的 线性 映射 (也 称 及 "的 线性 变换 》. 
下 面 , 先 把 一 元 线性 函数 (4. 21) 的 定义 域 和 值 域 ( 都 是 实数 域 ) 推 
广 刘 一 般 的 向 量 空 间 V{F) ,并 保留 (4.22) 式 所 表示 的 性 质 ,就 得 
到 向量 空间 VC(F} 的 线性 变换 的 概念 ,然后 再 研究 它 的 简单 性 质 
上 及 其 矩阵 琢 朱 . 
4.6.1 线性 变换 的 定义 及 其 简单 性 质 
定 久 4.18 设 V(F) 是 一 个 向 其 空间 ,如 果 V(F) 的 一 个 变换 
6 满足 条 件 : Ya, EV 和 A 下， 
CD) ota 4B)=o (la) to(B), (4.23》 


[iiy a tar )—Ag Co ). 
就 称 5 是 VY{ 户 的 一 个 线性 变换 ,并 称 o Ca ) 为 的 象 ,a 为 5 (a) 的 
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原 象 . 
(4. 23) 式 也 可 等 价 地 写作 : Wa: BEV 和 4 ,rnEF;, 事 有 
sthe 二 Ap) 一 afe) tw (8). 《4. 23)7 
本 书 采 用 黑 正 体 字 和 母 表 示 线 性 变换 ,以 区 分 线性 变换 和 线性 
变换 在 一 组 基 下 对 应 的 抢 阵 ， 
例 2 旋转 变换 一 -RCOxy 平面 上 以 原点 为 始点 的 全 体 向 
量 ) 中 每 个 向 量 绕 原点 按 道 时 针 方 向 旋转 说 角 的 变 柳 Rs 是 及" 的 
一 个 线性 变换 (图 4. 4). 即 Ya 一 (zx,y)E RR ， 
Re(zyy) 一 Rofa) 一 wa 一 (zy )， (4. 24) 
其 中 : |a [一 r: 而 
x 一 rcosf 有 十 全 一 rcosAeosd — rsinfsind 
一 zeosd— ysing, 
y = rsin(f+ 人 Do rsinfcosd rcosfsind 
一 ycosdt zxsing. 
于 是 ;Ya 二 Crisy ry) ER 和 和 YAAKER ,由 (4.24) 式 
即 得 
Reha pa) = RotAxi Tt FIs Ny tT Ay) 
一 〔(A Yi Ar cos0 — Cy Hy ) sind, 
(ATI 二 ET) sinn tt CAyi + py ) eos0) 
= ACricosd — ysing, zisind 4 ycos) 十 


PCzseose 一 ysing, .rising 十 ys cost) 

一 ARyCz sy? Tt Ro rs Ys) 

一 ARs te} + ARet os ). 
故 Rs 是 及 :的 一 个 线性 变换 . 

例 3 镜像 变换 (镜面 反射 一 一 总 :中 每 个 向 量 关于 过 原点 的 
直线 L{ 看 做 镜面 } 相 对 称 的 变换 和 也 是 E&* 的 一 个 线性 变换 , 即 
下 aa) 一 a “. 

(如 图 4.51 工 是 AB 的 垂直 平分 线 .) 
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在 + Xp) 


' 
0 x x 三 


设 直 线 工 的 一 个 方 问 的 单位 向量 为 w , 则 
OC= (a ww, 
其 中 (Ca ,w) 是 a 与 w 的 内 积 , 于 是 
aa 上 4 一 在 十 二 AAC -at+20 a) 
= 20 mw), 
因此 pla) = ei2te ,ww jw., (4. 25) 
下 面 验证 是 线性 变 措 ,Va ,a 毛 民 : .4,nERR, 有 
A gt a Gs) =— (A a a F200 +a) 
一 由 一 全 十 2 9 引 ) 了 外) 十 上 一 二 20 可) 
一 /中 (al ) 十 产品 4ez ) ， 

故 镜像 变换 四 是 及 ?的 一 个 线性 

变换 ， = xX. £1) 

例 4 把 六 :中 向 量 & 二 (x, ， 
xi) 投影 为 xOy 平面 上 的 向 量 记 一 
(myrzv0) 的 投影 变换 P(ta》 一 BB 
(图 4.6)，, 即 

Pixi xa sr3) — (Ti we 0) 

{4. 26) 
是 怪 "的 一 个 线性 变换 . 读者 不 难 验 
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证 : VY 二 (airbi yc) a 一 (Qs ba scs)E RY YEER :满足 
Peta} = Pie 十 Pas)， 了 (Ai) 一 大 和 (ai)。 
这 里 如 果 把 a 在 基 下 的 坐标 疝 量 表示 为 列 的 形式 
{x! 1 Ta 9 TI 8 在 基 下 的 坐标 向 量 为 (31 ;和 :V3)" ;显然 有 


2 1 TIL 
yz |= 1 zz |. {4. 27) 
了 总 3 


这 是 以 后 要 讲 的 线性 变换 的 短 阵 表示 . 
例 5 总" 的 下 列 变换 ， 
恒 等 变换 cta) 一 za 人 人 和 后 民 
零 变换 ctr)—=0,( VactR’) 
数 乘 变换 a Ca) 二 Aa ,Ya ER', 其 中 为 实 常数 》 
都 是 有 "的 线性 变换 (证 明 贸 给 读者 练习 ). 
例 6 在 FR’ 中 定义 变换 
Cri rre rT) 一 《tl 十 -sys — dx ZT) » 
则 a 是 及 :的 一 个 线性 变换 . 这 是 因为 : 
对 于 任意 的 上 = Ca 2 人 3 ‘B= "bo ba) ER ;有 
gteipB)— alahrd 二 a; 二 bs:) 
二 {a 十 Gz 十 生 十 如 sa 十 且 一 a3 — 46 ,203 二 25;) 
= (a 二 asras — 4as 9203) 二 (二 ba bs — tb 2ha) 
= d(x) ep). 
同 理 ,对 于 任意 的 az 蕊 RR* , 民 ,也 有 oa (ka ) 二 ko (a)，, 
例 7 在 且 : 中 定义 变换 
gtiyT3 Ty) = (Xt ,rs 十 as)， 
则 # 不 是 及 :的 一 个 线性 变换， 
因为 对 于 任意 的 a 一 (al yaz es 及 一 人 ,bs ,及 ， 
o (a+p)= etath sas tb ,a 十 可) 
一 【fg 十 可 和 as 十 6 全 Da a 十 De) 


194 | ”第 4 章 向 量 空间 和 与 线性 变换 


这 《ci Ga 二 sa) 十 Chi ‘bs + bs ,Ds) 
= ota) + ot(B). 
故 5 不 是 民 * 的 线性 变换 . 此 例 也 可 用 检验 o Ca } 闫 Xe Ca) 来 说 明 # 
不 是 线性 变换 . 
由 例 可 见 ,六 "的 变换 
本 (Za 一 
当 Viti= lr ,都 是 1 tar Tn 的 线性 组 合 时 ?要 是 及" 的 线 
性 变换 . 例 了 中 JJ 一 2, 所 以 不 是 线性 变 贸 ,如 果 Dt 一 1 + 也 不 
是 线性 变换 . 
下 面 讨论 线性 变换 的 简单 性 质 . 
数 域 六 上 的 向 量 空间 V 的 线性 变换 g ,有 以 下 性 质 : 
(1) 9 (5 人) 一 由 ,4 Ce) ) Ya EW. 
这 个 和 性质 由 os (Aa) 一 40 (a) , 取 4==0, 一 1, 就 立即 可 得 . 
{2) 如 果 & 二 十 Rats 十 … 十 RsCRiE asEYi 一 1， 
2;"… sn), 则 
ta) ok (oa) -+R oa) + ko Coa), 
证 很 据 线性 变换 满足 的 条 件 , 用 数学 归纳 法 容易 证 明 : 
4 (B+ 二) = oa) oo (Bn > 2. 
于 是 
gfG 1 一 和 (天 Gt Rs 人 十 … 十 天 on) 
一 和 (RD 十 三 (Ra 二 十 8 (ka,) 
= on) gta) 十 0 (a, ). 罩 
《3) 如 果 i vaz an 线性 相关 , 则 其 象 问 症 组 o Cai)， 
zto) akKa 也 线性 相关 . 
利用 5s C0) 一 0, 由 于 有 涉 全 为 零 的 ,ks 使 
| 十 和 Ga 十 … 十 Rs 一 丰 ， 
也 必 有 RL Go (a) Re # Cos) ek, 0 Coa,) C=. 
必须 注意 ,性 质 43) 的 道 不 成 立 . 如 全 3 中 
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fl 一 - [1.1.2)， ?CO {2,2,2)， 
线性 无 关 , 而 Pta -1.1.0) ,Pia;) 一 (2,8.0) 线 性 相关 . 


4.6.2 线性 变换 的 矩阵 表示 

本 节 开 始 时 我 们 讲 过 ,7 阶 冠 阵 盘 把 xx 变换 为 4x 是 芯 " 的 线 
性 变换 . 例 3 中 也 讲 过 ,投影 变换 P(xa) 一 8 可 用 (4.27) 式 撒 述 ， 
(4.27) 中 的 矩阵 


P= 1 
0) 
表示 了 这 个 投影 朗 换 ; 即 Px 是 x 在 Oxy 平面 上 的 投影 网 量 . 这 些 
些 实 表明 ;2 维 向 量 空 间 VW(F) 的 线性 变换 o 与 4 阶 建 阵 之 间 有 着 
一 定 的 联系 ,下 而 我 们 一 般 此 讨论 它们 之 间 的 对 应 关系 ,首先 讨论 
一 个 线性 变 措 如 何 用 和 矩阵 焉 示 . 
设 1o a) 是 VCF) 的 一 组 其 .6 是 VCF) 的 一 个 线性 变 
撞 , 阁 a EV , 且 
a Oo= x 二 xy ae rd C4, 28) 


由 性 质 522 即 得 
oa) = ri om) tr Ga) TA) 【4 29 

因此 ,对 于 a 来 讲 , 如 果 知 道 了 s 关 于 VC(F) 的 基 的 象 8 Cal)， 
dfoz) 9 (C0) ; 则 任 一 个 向 量 & 的 党 ta ) 就 知道 了 ,下面 的 定 
理 又 进一步 说 明 一 个 线性 变换 完全 被 它 在 一 组 基 上 的 象 所 确定 ， 

定理 4.16 设 {fm yey 和 ;是 VL) 的 -- 组 基 , 如果 VWCF) 的 
两 个 线性 变换 s 和 T 关 于 这 组 基 的 象 相 同 , 即 

Gao) os Taj, 一 2 

各 a =— 7. 

证 9 一 + 的 意义 是 每 个 向 其 在 它们 的 作用 下 的 但 相间 , 基 对 
于 任意 的 a EV ,有 s (a ) 一 ttay. 设 侍 一 个 如 (4.28) 式 所 示 , 则 
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gta) 一 x oa) 二 we Fa) 二 二 TO 
一 YiT(o) 十 rmfes 二 十 TO) = To ), 国 
由 于 基 象 a (a EVCF} (i 一 1,2; 呈 ,89) ;所 以 它们 可 经 VV(F) 
的 基 fa war} 线 性 表 出 , 即 有 有 
da) = au Ot da G2 a 
gf ) = ds 二 Ga Bs 二 aq， 04. 30) 


Fa) 一 ai ton Ra rn 症 


记 
oC fr) FRG Ca yo ‘4. 31) 
将 (4. 30) 式 形式 地 写作 矩阵 形式 
好 外 [ry In 
GCA oe 一 9 9) ， 
nt 人 [re 
(4, 32) 
或 gfKalyea ear) = Ca ya (4. 32)" 


其 中 (4. 32) 式 右 端 矩 阵 4 是 (4. 30) 式 右 端 a ,x ，…' ,a 的 系数 算 
阵 的 转 置 ,4 中 第 j 列 是 gs (Ca) 在 基 foi yo,… ,a1 下 的 坐标 . 

定 光 4.19 ”如果 VCF) 中 的 线性 变换 og, 合 得 WCF) 的 基 
{tasas rsa 和 e 关于 基 的 象 al),a Ces), ,gg (a,) 上 其 有 
(4.30) 式 ( 即 (4.32) 式 ) 那 样 的 关系 ,就 称 (4. 32) 式 中 十 阵 和 是 
在 基 {a ea,} 下 的 矩阵 素 示 ,或 称 4 是 5 在 基 !al as ，… :ao} 
下 (对 应 ?的 矩 泗 . 

显然 ,5 在 给 定 基 下 对 应 的 矩阵 是 唯一 确定 的 . 如 果 基 问 量 
oa 和 基 象 向量 5 (a,)(j 二 1,2,*…*,n) 用 列 向 量 瑚 示 , 则 (4. 32) 式 表 
示 由 3 个 # 阶 矩阵 组 成 的 一 个 矩 隆 等 式 . 给 定 r ,给 定 一 组 基 , 求 
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5 在 基 下 对 应 的 矩阵 ). 
下 面 讨 论 ,如 何 用 s 在 一 组 基 下 的 矩阵 丰 来 求 & Ce ). 
定理 4.17 设 Y(5) 的 线性 变换 = 在 基 {a ,az，…ao) 上 的 矩 
阵 次 外; 向 其 a 在 基 下 的 坐标 向 量 为 x 一 Cryz) ,6 Ca) 在 
基 下 的 坐标 问 量 为 y= Ye" ;Yr ; 则 
了 一 Ax. 《4. 33) 
证 已 知 


人 (el ris a ) — (a 1 9 A， 0D 


2 
= TT 二 ,| 


< 
则 § Cr ) = TI FR) + xs g Ca) 二 "十 0 (Cy 
二 1 
Ta 
一 [| 
Tn 
六 1 
《把 中 式 代 人 】 了 
一 一 一 (ca ao4| . 
Tn 
故 ctea) 在 基 {a ,wa,} 下 的 坐标 向 量 
i 让 1 
| Al |,m y=Ar 大 


Ys 二 有 
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让 这 个 定理 可 见 , 以 前 求解 一 个 非 齐 次 线性 方程 组 4x 一 
?, 即 给 定 了 求实 际 上 就 是 给 定 线性 变换 e (对 应 的 矩阵 为 
4 的 一 个 象 5Ca)( 其 坐标 向 量 为 所 ), 求 其 原 象 g&( 其 坐标 向 量 
为 的 不 题 . 

例 8 凌 例 二 中 的 旋转 变换 Rs 
住 二 “的 标准 正 芝 切 8 一 (1,0)!， 
2 一 <011) 下 的 不 阵 ( 图 4.7). 

解 ” 先 求 基 象 Ro ls), R(t,)， 
内 于 它们 是 长 度 为 1 的 向 量 , 所 以 


{Rele1) = (eosb) el 十 Csing) &,, 加 
[RyCes) = (一 sin0) e + Ccost) g,. 图 4.7 
即 
cosd — sing 
Rate es) 一 《RE ) Rotes)) = (RB B62) | . ， 
sing cost 
故 初等 旋转 变换 Rs 在 标准 起 交 基 1& ,ee } 下 的 息 阵 为 
cos 一 sing | 
[sing cosB | 4. 34) 


例 9 对 例 3 中 的 镜像 变换 中 , 求 它 在 上 "的 标准 正 交 基 
{fw ;1 见 图 4. 5) 下 所 对 应 的 算 阵 政 . 
解 ” 根据 镜像 变换 的 定义 ,显然 有 


pw ) 二 出 ， 1 0 
【 [0 一 » " 
{oo 0 7 1 
所 以 里 在 标准 正 交 基 {w ,3 下 的 矩阵 为 
i 二 | } (4. 35) 
0 一 1 


(4 34) 435) 式 中 证 阵 分 别称 为 初等 旋转 阵 和 反射 阵 .它们 
都 是 正 交 第 阵 . 对 应 的 初等 旋转 变换 和 镜像 变换 称 为 正 交 变换 , 它 
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们 都 使 变换 后 的 向 量 保 持 长 度 不 变 . 
例 10 RR" 的 恒 等 变换 、 零 安 换 和 数 缚 襟 换 ( 见 例 5 在 任何 基 
下 的 矩阵 分 别 都 是 了 ,0.4121,. (证 明 留 给 读者 练习 ) 
例 11 设 5 是 尺 的 -一 个 线性 变 措 ,== {a ,&; ,6&;) 是 PF 的 一 
组 基 ,已 知 ~ 
«= (1,0,0)", ti 一 (1.1;0)7， a—= (1.1,1)!, 
gata} (1 一 1:0)1，。，gfey 一 (一 1 1 一 1 
5feos 一 《1. 一 1 231. 
《1) 求 5 在 基 召 下 对 应 的 第 阵 ! 
(2) 求 g (a) 0 0) 6270a4) 1 
《3) 忆 知 5 (8 } 在 菇 B 下 的 学 标 为 C2,1, 一 2)1, 辣 9 《8) 的 原 
象 8 是 否 瞧 一 ? 并 求 8 在 基 B 下 的 坐标 . 
解 (1) 方法 1; 将 a az as 5 (C0) 0 (Qs) fo 以 列 向 量 形 
式 代 入 (4.32) 式 ,得 


1 -1 1 1 11 
_1 1 1=|o11|4. 
0 1 2 k 0 1 
因此 ,# 在 基 B 下 的 矩阵 为 
Li- 1 2 -2 2) 
Aa=ic 1 aa- 2 -3l. 
C 0 1 0 _1 2 o _1 ?| 


方法 2; 将 ckal),agfa)y oa 用 基 卫 一 (ayas ao) 线性 志 
Fam) oa a 
“om) = 2 OR 
‘3 
上 述 向 旦 方 程 组 右 端 系数 第 阵 的 转 置 ,就 是 在 基 呈 下 的 矩阵 . 
(2) 方法 1， 先 求 得 (okea an 一 (zz 一 (32 一 1,0)7， 
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将 它 和 上 面 求 得 的 4 代入 (4.33) 式 , 即 得 a?(a} 一 9 {a ta )) 在 基 
吕 下 的 坐 怀 向 量 


[> 2 一 2 2 2 6 
yz 1 一 |- 一 上 2 3 1 一 41， 
ys 0 -1 2)l 0 1 
所 以 zfa7 一 al 一 4o 十 6 一 (3 一 3，1)7 同 理 可 求 5 (as)， 
ga, ). 
方法 2: 利用 
{oa} Oo da) da) a) = ua ra) A, 
将 等 式 两 边 再 用 作用 ,就 有 


da {eG (oa 1 一 GCCzlvas 0) A) 
一 (Ge (80 0 A = (a 0 1 0A’ 
6 一 IO 了 并 
一 《al as rts) | 一 入 9 一 1 
1 一 此 7 
由 此 即 得 
6zfa) 一 dtfafay) = 660 4 {3,— 3,1)',，, 
dam) = og)) = 0 ow— iam (— 5,5;,— 4)7, 
gig) = oo) 一 14m 一 14o 十 7 后 一 《7 一 了, 7) 
(3) 设 人 (8 一 (ztzl 由 54.33)7 式 得 
2 —2 21 [rz | 2 
一 1 2 一 3| za| 一 1 | ， 
0 1 2llz, | _， 


解 此 线性 方程 组 得 
(zi :za yzs) 一 (3,2,0) 十 RCI 2 ,1)7. 
其 中 上 为 任意 常数 , 故 o (8) 的 原 象 8 不 唯一 . 
线性 变换 用 矩阵 表示 是 与 空间 的 一 组 基 相 联系 的 ,一 般 情况 
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下 ,线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 是 不 相同 的 ,下 面 我 们 揭示 同 … 个 
线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 之 间 的 相互 关系 . 

定理 4.18 没 线性 变换 在 基 忆 一 fa,a va 和 基 了 :一 
( 房 , 记 ,及 下 的 矩阵 分 别 为 4 和 有 旦 ,日 基 B, 到 基 B: 的 过 渡 和 矩 
阵 为 C, 出 


B=C 'AC. C4. 36} 
证 ”根据 已 知 条 件 有 
GF CE yao ss Oo Ce rE A, DH 
CB BR) Ca a ,IC. 加 
由 名 得 
CR iO CT , 二 


好 (A ,应 St ‘8, 一 3 (er + 次 2 4 


一 一 (如 + 2 AC 
(全 


(BB BC AC. 
由 光 即 得 且 一 C 4C 国 
定理 4 18 表明 ,同一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 4 与 召 
是 相似 矩阵 ( 见 第 5 章 定义 5.3); 上 反之 .两 个 如 (4. 36) 式 所 示 的 相 
似 矩 阵 上 ,有 呈 , 若 和 是 在 基 al ,es :下 的 算 阵 , 则 呈 必 是 6 在 另 
一 组 基 ( 有 兴趣 的 读者 自己 找 出 来 下 的 矩阵 . 
例 12 设 R&’ 的 线性 变 挽 0 在 自然 基 {e ,es ;6} 下 的 矩阵 为 


2 --1 一 1 
4 二 |-1 2 一 1|， 
一 1 一 1 2 


(1) 求 g 在 基 { 刀 ,局 , 记 } 下 的 矩阵 ,其 中 一 《1,1,1) 7, 记 二 
Co 0 ,B= 1,0,1); 

(2) & 二 (1,2,3)7, 求 gs (le ) 在 基 {1B .8.8:} 下 的 坐标 向 量 
Cyrs ys ys) Ro a ). 
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解 (1) 先 求 自然 基 {E， :5 rE 到 基 { 和 应 : 记 , 忆 ) 的 过 滤 些 阵 ， 


根据 
{a 六 ,和 ) 一 〔〈ElyEs ys) 人， 


得 

1 一 1 一 1 
C= {六 .A 一 1 1 性 
] 0 1 

1 1 1 

cc 一 = 二 |-1 2 1. 

3 
1 -1 2| 


由 定理 4.18 的 (4.36) 式 可 知 ,9 在 基 { 记 ,号 , 上 } 下 的 矩阵 为 
B= C -4C 


1 1 2 -1 -In -1 一 1 
-让 :1 _1 2 -1 | 1 ,| 
-1 1 il 2 oa 
0 0 0 
-jc 3 of. 
0 0 3 


(2) 先 求 & 在 基 1 有 8 : 记 , 记 1 下 的 坐标 向 基 《ri sa ,3 3， 由 于 < 
在 自然 基 {e ,6 ,5 下 的 坐标 向 量 就 是 & 自身 , 即 (1,2,3) ,因此 ， 
根据 坐标 变换 公式 ,得 


工 1 1 1 fi 2 
-ci 2 -站 0 | 
Ts 3, i—} —!] 2]13 1 
再 根据 定理 4.17 中 (4.33) 式 ,aka) 在 基 { 启 , 户 , 员 下 的 坐标 回 荐 
[y, zl [0 0 0lf2 9 
y= Blr = 0 3 bi 一 To 
ys x (0 0o 3)ll ,| 
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从 而 gs Ca) 二 0 总 十 0 访 十 3 入 = 二 (一 3,0,3)1. 

前 而 讲 过 的 问题 是 , 销 定 “的 一 个 线性 变换 gq 和 呈 " 的 一 组 基 
{o ye ao 就 被 基 象 (ao ta varo) 完 全 确定 ,从 而 
3 在 这 组 基 下 可 用 唯一 确定 的 一 个 皇 阵 来 表 汞 . 现在 讨论 皮 问 题 ， 
即 任 意 给 定 一 个 寺 阶 备 阵 4 , 它 是 否 必 是 其 个 线性 变 忆 在 给 定 的 
- -组 基 下 的 矩阵 ? 由 (4. 32) 式 

(Eteal 8 Ca) 

Ci Hl ?dln 


R21 Ha ""* Han 


一 Cl 让 2 4 "tt,, ) 


1 二 


到 pe 机 | 
(其 中 及 = >》 ae 一 1,2,-…,n) 可 知 ,给 定 了 上 2" 的 一 组 基 
3 一 1 


{ferse ar); 在 "中 任 给 一 个 向 量 组 饭 , 度 ,入 束 等 价 于 任 给 
上 式 中 的 一 个 矩阵 息 , 因此 反问 题 的 提 法 是 ,给 定 "的 基 
{a oz oo 对 于 任 给 的 于 个 向 量 启 ; 记 a , 避 , 是否 存在 唯一 的 
… 个 线性 变换 a ,使 得 s (a,} 一 ,一 1,2、…,n. 下面 的 定理 对 这 个 
问题 作 了 肯定 的 回 管 . 

定理 4 和 9 设 {ayazy sa) 是 只 "的 一 组 基 :, 有 ,有 ，…， 
六 是 在 "中 任意 给 定 的 n 个 向 量 ,; 则 一 定 存在 唯一 的 线性 变 撞 og ， 
使 得 ， 

- gta) 一 应 ， 了 -一 127 C4. 37) 

证 证 骨 存 在 性 的 方法 是 , 先 定 尽 一 个 满足 (4. 37) 式 的 变换 ， 
然后 证 骨 这 个 变换 是 线性 的 . 

设 == 十 二 二 ER ,j=1,2..n), 
定义 变换 


(Ey) 一 | 名 十 ze 应 十 四 十 -rn 有 (DD 
当 才 一 一 人 四 十 十 0R 十 1 十 Da 十 Ge 时 , 术 据 
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中 式 的 定义 ,显然 有 
Gai)7 一 用， 7 = 12 过 


又 对 于 B" 中 任意 两 个 向 是 站 一 > oa 和 罗 - ba, ,及 对 于 任意 
* 数 站 后 了 ,有 
他 {二 中) 一 人 性 (Va, 十 鼎 ,) a,) 


Ls 


41+ 所) B= Sap,t+ Db 
=1 1 1 | 
全 
一 人 和 (和 ) 十 G( 吕 )， (3) 


失 人 DD 间 
slg = og (Dkria;)— 2 hz 
了 一 1-=1 


" D 
= 2 TB,——ko Cb). @ 
由 名 ,加 ,四 式 可 知 ,中 式 定义 的 变换 o 是 满足 定理 要 求 的 线性 变 
换 , 存 在 性 得 证 ,唯一 性 由 定理 4. 16 保证 . 国 


综合 本 小 节 前 后 所 述 ,就 可 得 到 一 个 重要 的 结论 : 给 定 了 
也" 的 一 组 基 以 后 ,了 "中 的 线性 变换 与 及” 中 的 息 阵 一 一 对 应 . 


4.6.3 ”线性 变换 的 运算 


定 祥生 2 设 c 与 是 线性 空间 y(F) 的 两 个 线性 变换 ， 
二 五 ,我 们 定义 g 与 + 之 和 g 十 ?数量 1 与 ge 之 乘积 如 以 及 与 了 
之 江 积 or 如 下 :YaEV， 


(5 十 Ta 一 Ofal) 十 ta) 《4. 38) 
Ag Ya) = hg Con ); {4,397 
(or de 一 GCTEa )), 【4. 40) 


上 述 定义 的 g 一 Tt,hg 和 er 仍 是 VC(F) 的 线性 变换 ,对 此 只 要 
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验证 它们 满足 线性 变换 的 条 件 . 我 们 证 明 er 是 线性 变换 :事实 上 ， 
Vayda EV,ki ,REF 有 
《GE CE a Re Ga] 一 o (Tk A+ Rs os)) 
一 0 (kta) ke Tos )) 
— kot{tto)) ko (TA)) 
一 并 《GOT D(Co) Retor (oa), 
所 以 ot 也 是 一 个 线性 变换 .9 十 + 与 X09 也 是 线性 变换 的 验证 留 给 
读者 练习 . 
此 外 读者 也 容易 验证 ,线性 变换 的 加 法 与 乘法 都 满足 结合 律 ， 
即 对 任意 线性 变换 s ,sz，* 中 ,有 
(十 人 十 中 二 5 十 (5-t op) 
(oT )P= GTP). 
吉 法 还 满足 交换 律 . 即 
8 二 TT 二 TT 十 9， 
但 习 法 不 满足 次 模 律 , 即 在 一 般 情况 下 ,oTt 关 To. 
乘法 对 加 法 满足 堪 分 配 律 和 右 分 配 律 , 即 
(TP C= oT op; 
《TP = 1 十 99. 

在 前 面 ,我 们 讲 过 给 定 了 线性 空间 VY(F) 的 一 组 基 
{fava od} VLCF) 的 线性 变 接 与 ”中 的 元 素 ( 数 域 下 上 的 nn 
阶 矩 阵 ) 一 一 对 应 ,这 种 对 庶 揭 重要 性 还 表现 在 保持 运算 关系 直 
变 , 即 有 如 下 定理 ; 

定理 4.20 设 线 性 空间 WV(F}) 的 线性 变 撞 gs 和 5 在 WV 的 基 
{ava o0,} 下 所 对 应 的 矩阵 分 别 为 4 和 B. 则 o 十 7,46 和 of 在 
该 组 基 下 对 应 的 矩阵 分 别 为 入 十 呈 ,4 入 和 AB. 

证 设 和 =(ay)sny， 召 一 (Bi )ox 根据 (4. 32) 式 ,有 


og (oa) 一 ai Qi To,) 一 Db, ai 了 一 1 用 
i=1 全 
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(oe | Da) oa) | ta) = Saat Sb, ug 
1 1 7- 1 


一 fa | Ea 一 
:一 1 


这 表明 5 十 + 所 对 应 的 矩阵 的 第 i 行 、 第 7 了 列 万 素 为 a 十 训 一 (六 十 
对) 的 第 i 行 , 第 37 列 元 素 ; 所 以 e 1 + 对 应 的 矩阵 为 态 十 玉 , 再 由 


(gr)(a)—= al(lta) 一 人 (Os, a, ) 
= 一 1 
= Dh, oC) = Hh, (Poa) 
-1 < 一] 点 一 1 
ab)e = Doe 
ki =} R=l 


所 以 er 所 对 应 的 矩阵 的 第 上 行 . 第 /) 列 抱 素 co 一 >》 arb 一 
CAB),( 即 AB 的 第 & 行 .第 7 列 元 素 ), 因此 er 对 应 的 拭 阵 为 4B. 
同样 ae 对 应 的 矩阵 为 445 证 明 留 给 读者 ). 国 
如 果 线 性 变换 = 对 应 的 第 阵 4 为 可 赣 上 矩阵 ,我 们 就 称 e 是 可 
逆 的 线性 变换 .9 可 逆 也 可 定义 为: 如 果 存 在 线性 变换 +, 使 
gor- tw ( 恒 等 恋 找 ) 
就 称 5 为 可 逆 的 线性 变换 ， 
让 于 线性 变换 与 矩阵 之 间 一 一 对 庶 (在 给 定 基 的 前 担 下》 ,而 
且 保 持 运算 关系 不 恋 , 因 此 ,可 以 用 矩阵 研究 线性 变换 ,也 可 以 用 
线性 变换 研究 年 阵 . 


4.6.4 线性 变换 的 和 象 ( 值 域 } 与 核 


定 兴 421 设 o 是 线性 空间 VC) 的 一 个 线性 变换 ,我 们 把 玉 
中 所 有 元 素 在 5 下 的 象 所 组 成 的 集合 
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o(V)= {BIB=o(a) ,aE VV} 4. 413 
称 为 5 的 象 ( 或 称 5 的 值 域 ),Y 的 零 元 4 在 o 下 的 完全 床 演 
G (0) = a|lotea) = ,ac VY} (4. 42) 


称 为 o 的 核 ,a {VI 和 sg -1(8) 也 党 记 作 Ima 和 Kera . 

例 13 及 :上 的 旋转 变换 Rs 与 镜像 变换 8 的 象 ( 值 域 ) 都 是 
家 "自身 ,它们 的 核 都 只 含 一 个 零 向 景 10). 

例 14 本 节 例 + 的 及 :上 的 投影 变换 了 的 象 和 核 为 

Jm 产 一 工 (elyez)， KerP oo Lie). 

关于 线性 变换 s 的 象 和 核 , 有 以 下 结论 : 

(1) 0 是 线性 空间 CD 的 一 个 子 空间 . 

事实 上 ,由 9 (06) 一 8 可 知 # ‘VYV) 是 非 空 集合 . 而 且 Yh, 
上 Eg ,oa EV, 和 使 得 s (ai) 一 有 ,eas) 一 序 : 于 是 六 AN， 
hz 后 五 ,有 

Ai 向 十 2 此 一 AI TLE) -HAs O(a) 
一 fa 十 As) E oD, 

所 忆 :6 是 VE 的 一 个 子 空间 . 

《2) Kerg (好 7) 也 是 线性 空间 VLR) 的 -个 子 空间 . 

因为 (0 不 是 空 集 ( 事 实 上 8 Eee (2) 而且 Ya， 
Qi Eg) 和 YA AEEF, 均 有 

gotaat aAm)} oom) 二 A (em) Ti 一 站 ， 

即 i 二 十 le Er 所 以 6 人) 是 YE 的 子 空间 . 

(3) 线性 变换 = 是 单 射 的 充分 必要 条 件 为 5 (8 ) 一 1) 

事实 上 ,其 必要 人 性 :由 5 是 单 射 . 可 得 Ya EV, 如 果 g (a)= 
0=5 08), Me =e ,Ve 0) =1{8}. 

其 充分 性 ; 由 5 1600) 一 {101 可 得 Yal sar 人 Vy 如 果 g Ca) 一 
a Ca}, Bo Coa) —o ter) =o tg — 0 ) = ,We a = .Ba = 
禾 为 单 射 

线性 空间 VCF) 的 线性 变换 a 的 值 域 ao (CVY) 和 核 “(8 ;作为 
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WV) 的 两 个 子 宝 间 ,也 有 其 维 数 公式 , 值 域 的 维 数 出 ma CV) 称 为 
5 的 秩 , 记 作 ria), 核 的 维 数 dime '(98) 称 为 4 的 零度 , 记 作 
Nig ) ,它们 之 间 的 关系 如 下 面 的 定理 所 述 . 

定理 4.21 设 线性 空间 VCFP) 的 维 数 为 ac 是 V(F} 的 一 个 
线性 变换 , 则 

IE) 十 Ng) 一 dima(yY) 十 dime- (0) = n. (4.43) 

证 设 dimg (0) 一 上 .Bi 一 a1) 是 核 ao -3 的 一 个 
基 , 把 B, 扩充 为 了 的 基 召 一 fa pas 

由 于 Nae 二 十 xa 二 于 十 0 EV 有 0G (a)C~— 
十 TC) 十 下 十 吉 9 06), 所 以 go 的 值 域 是 6 关于 VW 的 基 
的 丛生 成 的 子 定 间 , 即 sf (VD = 二 LCe Ca yg (fa) yo (qa) 
G fa) 再 由 6 (aa 1) 一 Di 一 1 …)， 即 得 

ov oo Lo (rt,)), 

国 此 ,只 需 证 明 rf) 二 dim# (VO 二 nn 一 上 , 即 {o (ei) (a)} 
线性 无 关 . 设 


tt OA) 二 cr to,) =, 
即 Gc mt 二 cm) = 8， 
所 以 estit 十 下 十 eas 亡 90 (98), 因而 它 可 被 B 线性 表示 ,于 
是 有 
el 人 十 和 十 cai 一 ci 一 一 con 一 上 总 ， 

虐 而 得 c= 二 王 ci 二 一 一 0, 故 {9 Casr1) ,10 (Qn)) 线 
性 无 关 ， 国 

由 于 线性 变换 e 的 值 域 s (VD) 是 o 关于 Y 的 基 昌 = 
{om ya er 的 象 上 m0 (os) so ta,) 生 成 的 子 空间 + 所 这 

IT )=dimg (VD) = 和 秩 {o Cm} (Ca) 《re [| 
调 (4.44) 式 中 的 后 者 叉 等 于 g 在 基 BB 下 对 应 的 矩阵 和 二 (as 9.x 的 
秩 , 即 


rie) — rt(A). 《4. 45) 
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这 是 因为 ,由 (4. 32) 式 
《Ga as) 【ar 
i 性 生 Qe 
1 
= (a 0s) “ | 


nl 全 本 四 红 mn 
可 以 证 明 : 基 象 组 le (at),c (az).…， aas) 与 生 的 列 向 量 组 
{B , 朗 ,…: ,BB } 有 相同 的 线性 相关 性 . 设 

XI OR | Ts 00) tt rd (C0) = 在 ， DD 
部 


Dro (nm,) 一 Sa Da, ,二 SY (Haz )ai— 8， 
= 了 =] =] 1 1 1-1 

于 是 由 wo ，… ,as 线性 无 关 即 得 

Var, = 0, i 12 ,nn. 


这 二 个 等 式 就 是 以 和 二 Cay), 为 系数 短 阵 的 齐 次 线性 方程 组 
Ax = 0. 他) 
因此 ,如 果 g Ca yo (as) ,8 (a) 线 性 无关 ,那么 只 有 全 为 零 的 
Tlf2s Ty 才 使 由 式 成 立 , 从 而 外 只 有 零 解 ; 故 4 的 列 向 其 组 线 
性 无 闫 ,反之 亦 然 ; 即 果 g tm，6 (ay) ,9 Ca,) 线 性 相关 , 则 多 有 
非 零 解 ,县 4 的 列 向 量 组 线性 相关 ,其 逆 亦 成 立 , 用 同样 的 方法 也 
可 证 明 , 基 象 组 lo (qm) ,6 (as) ,0 (a,)} 任 何 部 分 向 量 与 4 中 对 
应 的 部 分 列 向 量 也 有 相同 的 线性 相关 性 . 综 上 ,就 有 了 (中 一 rt 及 ). 
如 果 线 性 变换 e 在 基 日 一 {a ,@&,…' ,a,} 下 对 应 的 矩阵 为 起, 则 
核 s -08 中 竹 一 向 量 e = ze 十 zs is 十 … 十 za 在 基 刀 下 的 坐 
标 向 量 (zi ,zas:… yz 就 是 齐 次 线性 方程 组 4x 一 0 的 解 向 量 . 

因此 4x =4 的 解 空间 N(4) 的 维 数 壬 于 核 ao :8 ) 的 维 数 , 即 
dime (0) 一 dimN(GA)., (4. 46) 
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习题 “补充 题 “答案 


习题 


it， 证明; 二 C1 二 11 一 1 一 1) 7 二 {1 一 1].1. 一 1)1、 
qm 二 C1, 一 1, 一 1.1)" 是 六! 的 一 组 基 , 并 求 B 王 (1,2,1,.1)" 在 这 组 基 下 的 
坐标 ， 

2 已 知 节 :的 两 组 基 为 

Oo 1, 

B= dT B21 R=,1,.—6). 

求 ; (C1) 向量 7 = 二 43.6,2)7 在 基 {a .oso } 下 的 坐标 ; 

C21 基 {el mas} 到 大 t, 民 : 记 } 的 过 攻 证 阵 

《3 用 公 式 1 人 4.7) 求 Y 在 基调 ,次 , 旋 :下 的 赃款 . 

3, 已 知 2 1 的 西 组 菇 为 a 二 {1.2, 一 1,0)! ,gz 一 (1, 一 1;1;,1)',a; 一 
C1 ef 一 1 一 10171 有 一 f2.1.0.13 ,=D0,1.2,2)!, 
B=C—2112 .B=t1,3,1,2)!. 

C1) 梁 基 fyaz ma sj) 到 基 { 甩 , 久 . 记 .局 ! 的 过 渡 和 矩阵 ;车 在 臣 im 2， 
.下 的 誉 标 为 (1010) 1 求 y 在 基 : 记 入, 风 册 5 的 坐标 ， 

(2) 求 基 注入 .入 .让 } 到 基 ia asa ya} 的 过 波 和 后 阵 :; 若 # 在 基 ! 有 PB. ,六 ， 
局 ,BJ 下 的 坐标 为 (1 2, 一 1,07 , 求 癌 在 基 :a ,as wr ,ay} 下 的 坐标 ， 

(3) 已 知 同 量 a 在 基 {a as.e es 下 的 坐标 为 (1.2. 一 1.01 , 求 它 在 基 
{By 让 ,B. 呈 i} 下 的 给 标 . 

4， 丰 信 : 中 找 一 个 向 曙 y , 它 在 归 然 基 {1el .8 .sse 和 基 岂 一 (21 .一 1， 
1 . 员 一 (0,3.1,071 ,及 一 0532 1 . 员 一 (6,56:1:3)5 下 有 相 阿 的 坐标 . 

5 局 知 ef1.2,- 1: 请 一 (3 一 1)7Y 一 (一 1 -1 一 2,2)， 

(1 求 =, 有 .7 的 氏 度 及 4 及 ty 

(2) 求 王 ec, 有 7 部 正 立 的 所 和 月 问 量 . 

68, 求 5501,1 一 1.1) 1 一 1 一 1 (0213) 都 正安 的 单位 向 基 ， 

7. 已 知 向 量 用 与 向 量 组 e .as sa 中 每 个 向 量 都 正 冯 , 求 让 8 与 a,， 
gz 的 任 一 个 线性 组 合 古 交 . 
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8 用 施 窜 特 正 变化 方法 ,出 下 列 咎 最 组 分 别 梅 造 一 组 标准 止 实 向 项 组 : 
(1 人 1 人 2.2. 一 1 (1 一 5 4) (3 28, 一 7)5 
《2 (1 一 1 一 2 05.8， 2 9).(3.9.3,8); 
《31 (2 13 一 1 07.4.3 一 3 7 7, 
9, 有 几 施 密 特 正 交 化 方法 ,由 下 州 豆 ?的 基 构 造 三 "的 一 组 标准 正 交 上 引 , 并 
米 向 是 一 上 ,一 150) 在 此 标准 正 变 基于 的 举 标 . 
CY OT TYCO 1) C10.1): 
《2) Lelely ]，1.17) C1:l, -1)., 


10， 没 ia. yq.) 是 8 1 的 一 组 标准 证 交 基 ,证 明 : 有 一 二 (za .2 一 


a 2 四 一 2 g,) 也 是 三 ' 的 一 织 标 准 正 
交 基 
11. I 
2 .2 
了 站 
避 一 力 的 过 
2 
7 7 


为 下 交 明 阵 , 试 求 aocscdse 的 值 - 
12. 证 明 : 荐 和 是正 变 第 阵 , 则 4 的 伴随 和 矩阵 入" 世 是 正光 所 阵 . 
13. 证 明 : 考 丰 是 正 交 和 代 阵 , 刚 : (D4 的 行列 式 等 于 1 或 一 1:0i047 一 4 
14. 定义 : 车 人 么 = 了 工 称 4 为 对 侣 拓 阵 . 
证 明 : 在意 一 个 方 阵 站 果 有 三 个 性 质 ( 右 称 生 阵 , 止 变 矩 阵 , 对 合算 阵 ) 
中 的 生病 个 性 夺 , 风 必 有 第 .二 个 性 顾 ， 


15. 上 蛤 让 下 列兵 阵 是 村 称 短 阵 , 正 避 知 阵 和 对 合 和 矩阵 : 
7 1 1 1 1 
rr 1 2 2 ”2 2 2 2 
3 i 1 1 
多 1 2 i2 2 2 2 
(一 总 本 一 条 | :的 | | ) 1 
| 2 2 1 2 
3 3 31 | I 1 1 1 
2 2 2 
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" 16. 如果 一 个 三 角形 斥 阵 是 上 自 交 知 阵 ,证 明 这 个 延 阵 是 主 对 角 元 为 十 1 


或 一 1 的 对 角 阵 - 
17. 检验 下 列 集合 对 指定 的 加 法 利 数 生 乘 法 运算 .是否 构成 实数 域 上 的 
线性 空间 : 


(1) 全 体 球 阶 实 对 称 { 反 对 称 ,上 二 角 ) 矩 阵 , 对 托 阵 的 加 法 和 数量 匀 法 : 

(2) 合体 款 阶 可 逆 年 阵 5 正 交 拖 阵 ), 对 和 些 阵 的 加 法 和 数量 乘法 ; 

(3) 全 体 于 次 实 系数 多 项 式 (rn1 对 过 项 式 的 加 纹 和 数 景 乘 甘 ; 

《4) 平面 上 不 平行 于 某 一 向 量 的 全 体 疝 其 ,对 向 量 的 如 共和 数量 乘法 ， 

{5) 平 而 上 全 体 癌 量 , 对 通常 的 向 基 加 法 和 如 下 定义 的 数 语 乘法 

:ro 兴 ， 

其 中 RE€ 二 oa 为 任意 的 平 向 问 量 ,0 为 零 向 其 ; 

£6) 齐 次 线性 做 分 方程 六 3 十 3y 十 y= 二 的 全 体 解 ， 对 郑 数 加 法 及 
数 与 蚂 数 的 乘法 ， 

(7) 非 齐 次 线性 微分 方程 六 十 3y 十 3y 十 yw 二 十 1 的 件 体 解 , 对 沙 数 的 
圳 法 及 数 与 丁 数 的 习 法 ， 

(8) 全 体 正 实数 四 ' ,加 息 与 数量 乘法 定 广 为 

np= eh, ka= aa, 

其 中 a.bER+,kEE, 

18， 全 体 复数 在 实数 域 上 和 在 复数 域 上 ,对 通常 的 如 法 和 数 乘 运算 昨 桩 
者 构成 线性 空间 ? 如 构成 线性 空间 ,其 维 数 是 多 少 ? 并 给 出 一 组 基 . 

19. 他 ?的 下 列子 集合 是 尼 : 的 子 空间 吗 ? 用 定义 证 明 你 的 结论 ,并 说 明 
几何 意 义 . 

C1) Wh =iCtri rr | or 0}s 

(2 Ws rr rz +c = 1}; 

3) Ws = {1 ra rT) zat); 


(4) Wa={Crndri)| ri rt 


{ 
{ 
{5} Ws = 4 tn- 号 -号 


1 一 上 把 
《6) 和 一 本 一 一 上 
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20, 求 19 是 中 子 空 间 Wi ,WW ,Ws 的 基 和 维 数 . 
21. 设 
2 1 —1 1 一? 
1 1 1 0 
3 2 一 1 1 一 2 
求 齐 次 线性 方程 组 4&r 一 0 的 解 空间 的 维 数 利 解 空间 的 一 组 标准 正 交 基 . 

22. 设立 是 及 5 的 一 个 二 维 子 空间 , 它 的 一 组 基 为 和 一 (1,1,1,1,1}) .om 一 
(1*10,1,127, 试 将 站 的 基 扩 充 为 有 "的 基 . 

23. 求 防 ' 的 子 空间 

W 一 【fr zz Tr | 工 ) 一 Ti 十 了 一 工 一 人 

的 基 和 和 维 数 ,并 将 VW 的 基 扩 充 为 EER! 的 些 . 

24. 在 民 ' 中 , 求 下 列 向 量 组 生成 的 子 空间 的 基 和 彻 维 数 ,并 求 子 空间 的 一 


总 二 


名 


组 标准 正 交 基 ， 
上 一 (2,1,3，1)， 有 =(2.1.3, 一 1)， 
本 一 (1.2.0,1)， ={.-1,1,- 3,1), 
CD) (2) 有 
四 一 (一 1,1, 一 3,0) ， =(1.5,3, 一 1)， 
C=C1,I,1,.1)s =.5,—3,1). 


"25， 设 2, BB 了 七 民 "cea oC 人 六, 且 cscs 天 0 ,证 组 : 车 ci 十 cs 记 一 
c=03 Las A)=LB, 7). 

26. 对 第 17 题 中 的 各 线性 空间 , 求 数 及 一 组 基 . 

27. 设 fa ,qs ma 是 维 线 性 空间 Y 的 一 组 基 , 叉 玉 中 向 量 a,11 在 这 
组 是 下 的 坐标 (zi ,zz ,74) 全 不 为 需 . 证 明 ; oo war- 中 尾 意 节 个 
向 量 必 构成 站 的 一 组 基 . 并 求 ui 在 基 {or ，…… :wo 下 的 坐标 ， 

28， 设 民 [zxj]; 的 旧 基 为 11.rzrzi 新 基 为 11,] 十 cr,1 十 芝 十 2 
1 十 fz 十 下 十 Ty1 十 十 二 十 十 人 )， 

(1) 求 由 旧 基 到 新 基 的 过 滤纸 阵 ; 

《2 未 移 硕 式 1 十 2 十 3r2 十 4r3 十 5zt 在 新 基于 的 坐标 

《3) 若 争 项 式 /x 在 新 基 下 的 坐标 为 (1,2,3,4,5). 求 它 在 旧 基 下 的 
坐标 . 

29. 设 
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1 入 o i 号 总 总 oi 
一 ). 2:—( Er 外 gs 一 有 
六 了 1 Q 疾 1 0 a 1 
0 1 1 0 1 1 1 1 
| ).6.=[ ES )-e=( } 
1 1] ] 1]! 0 1 1 0 


£1} 证 明 Ca Ca 是 及 : 尖 的 一 组 基 ; 
(2) 求 从 基 {E,， ‘Es ,Es :Ezz} 到 埠 !G， :G2 + ' 上 + 的 过 渡 算 阵 ; 


C3) 求 甜 阵 
是 1 
4 一 (， 
分 别 在 两 组 基 下 的 坐标 ( 细 )? 向 量 ， 
1 0 化 
30， 设 加 一 | 日 凶 | 
0 0 wo 
其 中 w= Lt 


(1) 证 朋 4 的 合体 实 系 数 多 硕 式 ;对 于 矩阵 多 项 式 的 加 法 和 数量 乘法 ， 
构成 实数 域 上 的 线性 空间 . 

(2) 求 这 个 线性 空间 的 维 数 及 一 组 基 ， 

31. 省 AER**7. 

(1) 证 明 全 体 与 4 可 交换 的 撼 陈 组 成 及 “ "的 一 个 于 空间 , 记 作 CC4)， 

《2) 当 哑 一 工时 . 求 CCA); 

《3) 当 4 一 diagf1y2,… RR 时, 求 CLA) 的 维 数 及 一 组 基 . 
1 3 8 
0 1 
3 2 2 
求 民 ”中 全 体 与 名 可 交换 的 矩阵 所 组 成 的 子 空间 的 维 数 及 一 组 基 . 

“33. 设 态 和 分别 是 向量 组 i&} 和 {及}; 生成 的 子 空间 ; 求 WW 个 Vi， 
十 Vo 的 基 和 维 数 , 设 ， 


wi = (1,2,1:0), = (2,—1,0.1), 
ol | { 


32、 设 各 一 


四 一 (一 1:1.1,1) [B=0,—[,3,7); 
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站 一 (1,2 ,一 1 一 2)， 
及 一 人 .5, 一 6 一 57， 
Ce w=, 1), 
| | 
人 一 【一 1]1401 ,一 154 
34. 设 Ya 分 别 是 齐 次 线性 方程 组 7 十 十 十 Tn 二 0 台 
Za 二 二 x 的 解 空间 , 还 明 民 "一 Y 由 Ys， 
35， 设 WW 是 入 "的 一 个 子 空间 ,日 本; 天 及? -证 明 : 在 及 * 中 必 存 在 田 一 个 
了 空间 丈 :, 使 得 展 " 一 刺 ， 由 多 2. 


1 1 一 ! 0 1 
.36 设 a 2 3 1 --] 0 
. D 1 3 一 | —2 


4 1 一 13 3 10 

C1) 求 窍 阵 盘 的 列 室 阿利 行 空 间 的 基 和 维 数 ， 

(2) 求 和 矩阵 的 零 空 间 的 基 和 维 数 ; 

《3) 求生 的 行 宝 间 的 正 交 补 的 维 数 ， 

37， 在 及 :中 ,下 列子 空间 哪些 是 正 交 子 空间 ?哪些 互 为 正 交 补 ? 并 说 

明理 由 . 
(1 Wi ={tr yr}| 3 一 十 2z 一 站 } 
【2) Wse= {tr, ys2) | 7 一 9 一 2 一 D 


(3) Wa -ea 于- 当 - 和 ， 


(4) W, -ol 语 - 放 -与 . 


38. 设 一 (zzaeyzi) 生 民 ， 下列 灾 换 是 藻 为 攻 : 的 线性 变换 ?并 证 


明之 ， 
(li ota)=(2r 0,0); (2) gro) =tzrir2 0 rs 


C3) 可 (人 一 (riyza 一 了) 4) ota) = ,ra)} 

(5) ga 一 名 十 4 其 中 必 扩 民 ? 是 一 尚 定 向 量 ， 

39， 荐 上 题 中 (zl ,xs zs 是 向 量 = 在 自然 基 { 由 ,后 : 扫 ) 下 的 坐标 . 试 说 明 
(1),(3) 两 个 线性 变换 的 几何 意义， 

40. 对 38 题 中 (1) , (3) 两 个 线性 变换 ,分 别 求 ， 
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tl] 在 白 伏 基 {e ,名 :三 ] 下 的 对 应 全 阵 ; 
(C2) 8 在 基 惠 一 (1:0:6), 色 一 (人 11:0)s6 一 人 ,一 1.1 下 的 对 应 矩 陪 . 
41. 在 Ff 中 定 尺 绕 性 变 挽 4 
GFT)! = Cr rr — Xa tt) 
《1)》 求 5 在 月 描 基 {6 ,和 6) 下 的 对 点 矩阵 : 
《2) 求 5 在 基 记 一 (1,0,0) 和 一 (1:0)1 8 一 011 下 的 对 应 
和 矩阵 - 
呈 2， 渤 :aa .0 和 ;遍及 , 员 )} 是 的 珂 组 基 , 己 知 : 疝 =2m 十 对 一 3a， 
尼 一 mi 十 时 十 2 四, 遍 一 的 一 卫 十 本 : 在 基 oassas ji 下 的 对 应 抵 阵 为 


9 -5| 
站 二 | 站 了 | 
2 8 如 


试 求 : (1) 6 作 基 :一旦 2 机 .的 下 的 对 麻 托 阵 ， 
(2) 5 在 基 人 | 品 . 访 . 启 ) 下 的 对 上 应答 阵 . 
43， 忆 知 民 ! 的 线性 谈 换 og 对 于 基 
Oo 2 a OT e316 
的 象 为 
gla}=p= i101 , qtm) =B= (0,—1.2). 
glam} = B= (1; 187". 
(1) 求 5 在 基 {w sa ,qs} 下 的 捧 阵 夫 7，; 
(2) 求 g08 ,6 (RB) ,0 CB); 
C39 gg 在 基 fa ;ws! 的 坐 宗 辣 适 为 (5,111)7 , 求 5 Ca 在 捉 {a ,a ,ons 下 
的 坐标 向 量 ; 
(4) B=(C1.1,1)! , 阔 直 (8) 1 
《5) et) 在 基 {a es yomji 下 的 坐标 向 量 为 52, 一 4 一 2 ， 间 : 原 象 z 是 否 
唯一 ? 如 不 唯一 , 求 所 有 的 原 象 7. 
吊 ， 存 民 "" 中 定 儿 变换 og ( 夏 ) = BXC, 其 中 B,CEKE"“"* 是 两 个 固定 的 甜 
阵 . 证 明 o 是 R*“* 的 线性 变换 ， 
45， 求 及 [z], 的 微分 变换 DCf(z)) 一 六 (x) 在 起 {1,1 十 5,1 十 十， 
1 十 十 娠 十 和 下 的 对 应 矩阵 . 
6， 设 44 题 中 的 
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林 卫 
B= 人 C= 人 让 

求 & (大 一 BXC 在 基 百 | ;Es ,Er ;Er( 如 29 司 所 给 ) 下 的 对 应 知 降 . 

47. 设 5 是 线性 空间 立 上 的 线性 套 换 . 如 果 g 二 1 人 尖 , 但 0 *() 一 各 ， 
求证 ,0 CE) oY et It) 线性 开关 (2>0). 

43， 求 下 列 线性 变换 go 的 得 5 值 域 ? 和 核 以 及 a 的 秩 : 

Cy Gy 一 [Ti 十 Ta 十 了 一- 一 2.rg zy 一 交 3 

《2) 5 是 5 礁 线性 宝 间 的 零 变换 ，; 

(3) 5 是 # 维 线性 空间 WW 的 恒 等 灾 挨 ， 

(C4) :RrR" HG CT Tra) 一 (2 0), 

49. 求 R3 的 一 个 线性 变换 ,使 得 5 的 象 为 e(E3 一 工 (4 ,a ) ,其 中 a 一 
《1, 0, 一 13 :mm 一 人 122)， 

S50. 己 知 RR 的 线性 半 措 sryT) 二 (x -yzydrl 十 xs， 

(1) 求 9 ?Cx zs 一? 

(2) 加 5 是 否 可 道 ?9 如 可 道 , 求 & i'r; Tt) 一? 
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51, 设 太 为 正 交 知 阵 ,了 十 可逆, 证明， 

(1 一 4 二 4) 可 交换 ; 

C2) (了 -4 二 4) 1 为 反对 称 和 矩阵 . 

52. 证 明 :(17 若 det 坟 一 1; 则 和 态 为 正 交 年 阵 移 充 分 必要 条 忻 是 筷 的 短 个 
元 素 等 于 自己 的 代数 余子 式 ;(2) 车 det 寺 = 一 1, 则 和 态 为 正 交 知 阵 的 充 要 条 件 
是 各 的 每 个 元 束 等 于 其 代数 余子 式 乘 以 -1. 

53， 设 上 ,ae 0 马 民 " 证明: ,az am 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 


Car seal》 改 妆 1 了 人 "rr Ce rn 了 


Cor st) 了 《az vc) re tn 


ams) (ansaa) [mun) 
号 4 证 最 : Tig vg ‘十 工 ( 辣 :二 9 B=Lim 9 和 ? Wi; 2 
号 号 设 秩 {a A , 记 ,…} 一 记 . 证明: 
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dimL{oy az sr 让 

56， 设 各 是 mn 的 第 阵 ,B 是 ;Xn 短 阵 ;两 个 齐 次 线性 方程 组 4x 二 0， 
Br 一 0 的 解 空间 的 交 是 什么 意义 ? 如 何 求 它们 的 交 ? 

57， 如 何 求 两 个 子 空间 上 fa ya sr) 与 上 (入, 访 ,…,: 妨 ) 的 交 . 其中,， 
BER",i=l ,sy j= 1 ol, 

s8. 设 4 为 阶 答 阵 ; 问 :下列 命 题 是 省 正确 ? 并 说 明 埋 由 ， 

{1) 若 dimRr4) 一 na, 刘 RA) 二 RCATD; 

C2) 若 dimREA) 二 my 则 RA) 了 RCAT), 

59. 设 V :Vi 是 及 "的 两 个 韭 平凡 子 空间 ,证 明 : 在 号 * 中 存在 向 量 a ,使 
rEV ,Hr 人 EV,:f 在 有 &; 中 举例 说 明 此 结论 . 


答案 
1. 二 5 一 1 一 DT 2. C01) Cc—2,.1.12". 
27 - 71 一 和 
(C2) 9 20 9|. 《137 地 (153, 一 106,83)". 
4 12 8 
100 1 0 1 0 1 一 1 1 1 
1 1 0 1 一 1 一 1 1 0 0 3 
3. (1) (2) ， 
0 1 1 1 0 因 人 0 1 1 
Dll ao 11 1 一 1 一 1 一 上 


{37》 (3,1.0, 一 2)7. 
4. 下 (1, 1。1, 一 1)7. 
5. {2) 点 (一 5,3。1:0) 十 At5, 一 3.0:1)7. 


6. La,0.1,— 3)7. 


v26 


1 1 1 
8. 01) 一 一 (1,2.2, 一 1) ， 《2,3， 一 3,2)  ， 一 一 (2 一 1 一 1， 
w10 v26 v10 


(2) Tei,1,—1,—2)7, 1 2,5,1,3)", 
39 


V v39 


习题 ”补充 题 答案 219 


(3) — (02,1,3.—1)7, 
15 


v15 v23 
1 
——(] ,5,1110)T. 
v2 
1 1 I 
9. (1) 1 DT, 01,1)7, 
da w6 2 
YE ET 
(o. -号 , 呈 ) 
(2) Ls 1 ,L112)T 
3 TF 里 "yo 里 时 
1 2y3 ET 
0, {2 ,0). 
全 | 0) 
_ 2 5 3 6 6 2 6 3 6 
11, Fr 地 :或 了 
12， 利 用 4' = 二 | 入 | 及 及 | 和 1: 二 1, 证 明 C&4* TA* 一 J. 


I3， 利 用 定义 474 一 工 立 即 可 得 ， 

4 由 4 一点， 由: 各 一 可 推出 4 一 上 其 他 类 仆 . 

16、 利 用 列 向量 组 是 标准 正 交 向 量 组 或 用 数学 好 纲 法 做 证 明 ， 

17. 《1 是 5 的 百 , (3 和 否 ， 4) 百 ,55) 百 6) 是 ,(7) 否 ,8 是 . 

183, 是 ;在 实数 域 上 是 2 维 , 基 !1,i) ;在 复数 域 上 是 1 维 , 基 {111}. 

19，(1), 4) 5) 是 2 ,C3),(6) 不 是 . 

20. 剑 , ;2561.1,0)T:011)7， 剑 ,2010:0)7T， (00 1)T，W :1i 
{1,2,3)7, 

1 + 1 I 

21. 2 101,0) "E031) ， 

22. (1:1:1,1, 1 011:0.1,1)7 00,00,i0 100,0,0,1)5 C1,0, 
0,0,0?1. 

23, CL OMT AL OI OT OO TI L000,—1, 
OT (1,020,1)T, (1:0,0,0)7T. 


1 1 
一 一 (2.1.3,1)7， (1.5* 一 3,237 ， 《一 二， 
v15 39 v390 


1 1 
一 9 一 1,18) (2 2 B21.3,—1), 《26， 一 1247， 
RB v15 v 885 


1 


24. 【13 Sia reo vis 
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25$， 只 要 证 妥 商 星 组 1z, 中 | 与 18，7)} 是 等 价 向 量 望 , 即 可 以 互相 线 妊 


袁 示 . 
26. (1) 全 体 = 阶 实 对 称 矩 阵 ( 上 二 角 纸 阵 ) 构 成 的 线 竹 空间 为 改 ? 二 了 


1 0 
维 . 如 4 一 2 时 ,对 于 实 对 称 短 阵 构 成 的 线性 空间 的 基 为 = (。 。) ,入 一 


(。 ) 入 =( -全体 m 阶 反对 称 逢 阵 构 成 的 线性 空间 为 2 维 . 


(6) 维 数 为 3, 它 的 基 为 e ,re zie . 

(8) 维 数 为 1, 尾 何 非 零 正 实数 a 都 是 基 , 和 任 仙 非 零 让 实数 5 均 可 表示 为 
p= 上 + a 二 a* ,其 中 下 二 log,a. 

27. 用 定 交 证 明 , 如 证 明 ms,as,….evei 线 性 无 关 时 . 设 如 ez 十 
;as 十 … 十 去 a 十 本 i 二 和 糙 已 条 条件 erl 一 2 8 证 十 十 席位 
{其 中 zx. ,… ,zs 全 为 非 零 数 ) 和 代入, 即 可 推出 包 一 忠 二 人 一 起 一 外 一 0- 


1 5 0 1 0 0 
30. (23 利用 惰 =1, 嫩 一 [同一 1D 站 | ,本 一 | w 0|. 再 定义 
0 人 地 中 0 甸 


如 一 ,于 是 YEEZ( 正 整数 ,4 均 可 由 为 * ,六 ,六 线性 表示 ,证 明和 ,4.4 线 
性 无 甘 , 从 丽 上 的 全 性 实 系 数 雪 项 式 构成 的 线性 空间 是 二 维 的 , 吾 Fa4) = 


Pat 一 oa (其 中 aa 已 所 四 为 任 讨 正 整数 ). 

32. 设 B-- (pssE Rar3 ,利用 4B-= BA 求 出 所 有 的 8, 骨 确定 所 有 BB 
构成 的 子 空 间 的 基 和 维 数 . 

33. 【1 谎 四 十 天 用 一 中 所 十 粘 记 :求解 这 个 向 量 方程 所 对 应 的 工 ， 
二 的 齐 次 线性 方程 组 ; 即 可 得 站 Ya 而 VW Tima:p .BE) 
的 基 为 1o 1q :记忆 ;的 极 大 线性 无 闫 组 . 

35， 将 琴 ， 的 其 Te ,an 扩充 为 改 " 的 基 {ol zwyawyan 了 
琴 : 一 Le 则 环 ,四 全 :一 及 "， 

36, Cly2rarass 2 崩 , 记 《2) 3i04 一 31.003T 7 一 1 1 0 1,0)1， 
C—3,2.0.0.1)7. (3) 3. 

37, Wi | W, B WwW,=W4 ,WW. 
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3 (3) 是 ;L297 ,C4) ,15) 香 . 


2 0 Bb 
do 0 oo, 
0 0 0 
2 —2 2 1 
C2) 0 D oO|,1I0 
站 Dp 0 0 


40. 《1) 


41 C51} |1 


42. £1) 一 辫 国 
—8 4 
一 2 9 7 
43. (1) 


一 1 3 2 


一 1 2 1|. 


1 D0 
0 下 
0 0 
一 1 


1 一 人 |， 


24 12 
—34 一] 
12 9 


C2) (C327)T, (CO—12,— 5.22) (9 —3, 


1571 .C37 (6 一 2,0)1，(4 一 7 一 .17)T。 15) (8 一 十 ,22 一目 ,上 1 ,此 为 任意 


常数 . 


44. 用 定 必 证 上 明 ， 和 世代 "7 


让 2 全 《2 
1 一 1 —1 
出 2 一 ] 
45. 
a 


已 必定 号 


用 0 0 


0 3|- 


47. 证 法 与 第 3 章 46 题 的 证 明 类 但 . 
48. (13 lme =L{(1:—1)0) ,C1,.0,1)), Kero—L((—2,1.1)), r(o}—2, 


{2) Ime= 07, Kers —=VY, rey ) =0, 


(3) lm =V, Kerd 一 (人 0 rto -7 


(4 Ime = Lie}, Kerc—=Lie ,Ee,}, II 一 1. 
49. YaEtR, Gta}lELom 所 以 Ge) 一 站 +r C= (TT 


D0 二 2x 4 一 让 :十 Xa)， 
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S00, 1) gtr srs) (2x 2T), 


£2) g 1( x 一 (于 六 宇 ， 2 )- 


2 2 
51. (1) 利用 (I 十 AYCI 一 A 二 (一 和 (i 二 六 ). 
(2) 利用 41==A7 有 A 


32. 利用 A' 一 4-' 一 1 
53. 用 反 证 法 . 
57- 设 上 E 工 fa 7 门 工 (记号 ), 则 
= 
邑 Ti 0. 


解 此 向 量 方程 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 即 可 求 得 两 个 于 空间 的 交 . 
58. (1) 正确. (2) 不 正确 ,反例 :4 为 非 满 匆 的 实 对 称 算 上阵 . 
59. 存在 和 EV: ,但 天 后 Ta EV "但 上 E Ya ,证 明 w 十 qs 满足 要 求 . 


区 对 


特征 值 和 特征 向 量 和 钨 阵 的 对 角 化 


前 两 章 讨论 的 问题 ,几乎 都 涉及 到 线性 方程 组 求解 ,为 此 而 把 
矩阵 简化 为 阶梯 形 所 采用 的 主要 方法 是 初等 变换 , 今后 要 讨论 的 
主要 问题 ,虽然 仍 要 把 矩阵 简化 为 对 角形 或 上 三 角形 ,但 是 主要 的 
技巧 不 再 是 初等 变换 ,尽管 解决 问题 时 仍 要 用 到 初等 变换 ,但 它 仅 
起 辅助 的 作用 . 这 一 章 主要 讨论 ;矩阵 欧 特 征 值 和 特征 向 量 ; 簿 阵 
在 相似 意义 下 化 为 对 角形 : 实 对 称 矩 阵 的 对 角 化 . 


5.1 钴 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 ”相似 矩阵 


5.1.1 特征 值 和 特征 向 量 的 基本 概念 


定义 5.1 设 4 为 复数 域 C 上 的 阶 算 阵 ,如 果 在 在 数 4 生 民 

和 非 零 的 nn 维 向 量 x ,使 得 
Ar 一 Ar (5. 1) 

就 称 4 是 矩阵 4 的 特征 值 ,zx 是 4 的 属于 (或 对 应 于 ?特征 值 4 的 
特征 向 量 . 

注意 : 特征 向 量 * 夭 0; 特征 值 问题 是 对 方 阵 而 言 的 ,本 章 的 
矩阵 如 不 加 说 明 ,都 是 方 泗 . 

根据 定义 ,n 阶 第 阵 4 的 特征 值 ,就 是 使 齐 次 线性 方程 组 
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(一 4 一 了 

有 非 零 解 的 4 值 , 即 满足 方程 
dettA[ — A}=0 (5. 2) 


的 2 都 是 矩阵 4 的 特征 值 . 因此 ,特征 值 是 4 的 多 项 式 det( 和 A 一 六) 
的 根 . 
定义 5.2 设 # 阶 和 矩 阵 丰 二 (a,),; 则 
FIA) 一 Get — A) 


A i! da 机 一 站 tm 
一 经 ?1 A— Az Ron 

一 。 - 。 {5.3) 
nl dn 本 及 一 nn 


称 为 矩阵 4 的 特征 和 多项式, 好 一 入 称 为 上 的 特征 矩阵,(5.2) 式 称 
为 4 的 特征 方程 . 

显然 ,n 阶 矩 阵 4 的 特征 多 项 式 是 4 的 n 次 多 项 式 . 特征 多 项 
式 的 上 重 根 也 称 为 上 重 特征 值 . 当 =” 兰 5 时 ,特征 多 项 式 没 有 一 般 
的 求 根 公 式 , 即 使 县 三 阶 和 给 阵 的 特征 多 项 式 , 一 般 也 难以 求 根 ,所 
以 求 和 矩阵 的 特征 值 一 般 要 采用 近似 计算 的 方法 , 它 是 计算 方法 课 


中 的 一 个 专题 . 
例 1 求 矩 阵 
5 一 1 一 1 
4=-13 1C— 
4 一 2 1 
的 特征 值 和 特征 向 量 . 
解 矩阵 4 的 特征 方程 为 
4 一 5 1 1 
det(M 一 4 =- | 一 3 4—1 1 |=0 
一 4 2 4 一 1 


该 特征 矩阵 的 行列 式 的 每 行 之 和 和 均 为 4 一 3, 将 各 列 加 到 第 1 列 ， 
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并 将 第 1 行 乘 一 1 加 到 第 2,3 行 得 


dettaf — A) 一 人 4 一 3) 


立 ] 


这 


1 1 1 | 
Nn 42 0 | 
一 (14 一 3)04 一 2)2 一 0 
故 4 的 特征 值 为 4, 二 3,3; 一 2( 二 重 特 征 值 ). 
一 2 1 1 
一 3 2 1 
得 其 基础 解 系 为 已 一 (1,1,1)7, 因 此 ,xi(5 为 非 零 任意 常数 ) 
是 和 的 对 应 于 1 一 3 的 全 部 特征 向 量 . 
一 3 1 Te D 
一 3 1 1||x;:|= ， 
工 3 总 
得 其 基础 解 系 为 x; 一 (1,2)1 ,因此 ,xs tk 为 非 零 任意 常数 ) 
例 2 主 对 角 元 为 cosadazs "tan 的 对 角 和 矩阵 六 或 上 {下 ) 三 
第 矩阵 呈 的 特征 多 项 式 是 
故 4, 呈 的 ”个 特征 秆 就 是 个 主 对 角 元 . 
5.1.2 特征 值 和 特征 向 量 的 性 质 
则 RiX) 二 Rs Xe 也 是 总 的 属于 34. 的 特征 问 量 * 其 中 &, ,外 是 任意 常 
数 , 但 EL Kl HR; x 2. 


0 1 A 一 2 
当 访 = 二 3 时 ,由 C1 一 A)x= 兴 , 即 
o 
| 
一 和 2 2 0 
当 As 一 2 时 ,由 (Asf1 一 4)x 二 0, 即 
—4 2 1 
是 有 4 的 对 应 于 4; 一 2 的 全 部 特征 向 量 . 
| 好 一 各 1 一 | 好 吾 | 一 (4 Aaa) A a 
定理 5.1 若 x 和 x 部 是 4 的 属于 特征 值 4, 的 特征 向 呈 ， 
证 由 于 x ,x 是 齐 次 线性 方程 组 
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CA 一 二) 二 0 
的 解 , 因 此 丰 x14 xs 也 是 上 式 的 解 , 故 当 二 x 关 时 ,是 
4 的 属于 4 的 特征 向 量 . [ 
在 (4 一 4 一 0 的 解 空间 中 , 除 零 向量 以 外 的 全 体 解 向 量 就 
是 4 的 属于 特征 值 4 的 全 体 特征 向 量 ,因此 ,村 一 4)x 一 0 的 解 空 
间 了 里 称 为 矩阵 4 关于 特征 值 4 的 特征 子 空间 , 记 作 .x 阶 矩 阵 4 
的 特征 子 空间 是 wn 维 向 量 空间 的 子 空间 , 它 的 维 数 为 
dimV; — n— ra oA). 
需要 注意 的 是 := 阶 实 矩阵 的 特征 什 可 能 是 复数 ,所 以 特征 子 空间 
一 般 是 » 维 复 向 量 空 间 "( 见 附录 ) 的 子 空间 . 
例 1 中 怎 阵 和 4 的 两 个 特征 子 空间 为 
Vi = (er | r= (1,1) ,AES}, 
VO = kT hES). 
定理 5.2 设 = 阶 矩阵 4 入 =(a 的 呈 个 特征 值 为 Maz.…， 
4 . 则 


OD D4 — Das Ci TTx = detA. 
其 中 Da. 是 4 的 主 对 角 无 之 和 , 称 为 还 阵 及 的 迹 , 记 作 trC4). 
“证 设 


A al 0 Oo as wii 0— a,| 
0 1 A 一 22 四 0 TT an 
de — A)=| 2 (5.4) 
|o a, OOo dn * A nn 
二 A 十 cA 二 car ?二 cA tc. (5,5) 
(15,4) 式 可 表示 为 2" 个 行列 式 之 和 ,其 中 展开 后 全 A ! 项 的 行列 
式 有 下 男人 个 
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dl 0 0 寺 0 A — iis 0 wi 习 
—a A 0 :+ 0 0 一 az 0 -~» 0 
1 已 A i [由 y b a A i 心 有 


一 al D 0 ' A DO 一 pz 0 *» A 
0 0 ln 
A 0 一 dun 
0 4 — Qn 
0 0 0 an 
它们 之 和 等 于 


一 ta 十 &zz 十 和 十 en 3” 一 (一 Pas jaA™! ? 


即 (5. 5) 式 中 的 < = 一 Ya. 
又 (5. 4) 式 展开 后 不 合 2 的 常数 项 为 


a ds i ln 
a ua OY? ian 

一 (一 1)"det4， 
a 一 i 


即 {5, 5) 式 中 的 c, 二 (一 1)"detA. 
假设 如 的 n 个 特征 值 为 如 3 2 9 A ;根据 深 包 项 式 的 根 和 
系数 的 关系 ,得 


1 
> 一 一 一 Da, + 
1 一 1 4 一 上 


— 1 Fh =e, = (~ "der, 


4 一 上 
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TI = detA. 国 


由 定理 5. 2( 认 可 知 : 当 detd 天 0( 即 4 为 可 道 矩阵 ?时 ,其 特 
征 逢 全 为 非 零 数 :反之 ,奇异 托 阵 4 至少 有 一 个 零 特 征 值 . 
有 兴趣 的 读者 ,可 以 证 明 (5. 5) 式 中 一 般 的 ci 为 : 
ci 二 ts G1. 
其 中 5 为 阶 短 阵 和 & 的 全 体 & 阶 主子 式 之 和 ， 
矩阵 的 特征 向 超 闪 是 相对 于 竹 阵 的 特征 值 而 言 的 , 一 个 特征 
向 量 不 能 属于 不 同 的 特征 值 ,这 是 因为 ,如 果 x 同时 是 4 的 属于 
特征 值 Ma ,az: C4 天 xz 的 特征 向 量 , 即 有 
4xz 一 MX 且 Ar 一 hx 
册 Arz 一 hx 即 1 一 4 = 0. 
由 于 如 一 加 隆 0, 风 x 二 0, 这 与 x 隆 和 矛盾 . 
矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 还 有 以 下 性 质 ， 
性 括 上 车 4 是 矩阵 4 的 特征 值 ,zx 是 4 的 属于 2 的 特征 向 
量 , 则 
(i) 4 是 4& 的 特征 值 上 是 任意 常数 )， 
CD a” 是 A” 的 特征 值 (m 是 正 整 数 )， 
Ciii》 当 及 亲 道 时 ,4 ! 是 4 1! 的 特征 秆 ; 


且 x 仍 是 答 阵 ,4",A-! 的 分 别 对 应 于 特征 值 入 ,和 ", 寺 的 特征 


向 苇 . 
证 {i) 的 证 明 留 给 读者 练习 . 
(7 由 已 知 条 件 Ax 一 Ax ,可 得 
Ar) C= ACAr) 一 Ah = ACAx), 
即 A oA, 
再 继续 施行 上 述 步 骤 加 一 2 次 ,就 得 


"x 一 MT， 
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硕 2” 是 和 矩阵 4= 药 特 征 值 , 旦 也 是 4” 对 应 于 4” 的 特征 向 景 . 

(ii) 当 有 & 可逆 时 ,4 关 0, 由 Ax 一 Ax 可 得 
A 

因此 A Aix, 

故 4 是 4-:! 的 特征 值 , 且 * 也 是 4 一 对 应 于 1 的 特征 向 量力 
性 质 2 年 阵 4 和 4 的 特征 值 相 同 . 
证 ”因为 (好 一 种) 一 (好 并 一 和 一 好 一 肯 所 以 

detCAU —A)—dettA —AT). 

因此 ,4 和 4 ”有 完全 相同 的 特征 值 . 国 

"定理 5.3 设 A4=(a;) 是 nn 阶 矩 阵 , 若 


(2) >， | as [< 1 {i — 1,2,%,n), 
+1=1 

| (Ff = 1,2,. nn) 
1=1 


有 一 个 成 立 ; 则 有 & 的 所 有 特征 值 4;( 人 一 1,2,…,n) 的 模 ( 当 为 实 
数 时 ,是 指 么 药 绝 对 值 ?1 汉 | 小 于 1. 

证 设 ) 为 4 的 任 一 特征 值 ,xz 为 4 对 应 的 特征 向 量 , 由 
太一 Ax ; 即 


Sax, 一 Ar, {i = 12 
pl1 


记 max|z,| 一 z, 则 有 
7 


加 
> QT, 
FE 

届 


4 | 二 ls 一 
Tk 


可 可 
™ 

二 六 ol ED Il 
J= 1 Tk r=1 


由 此 可 见 , 若 (1 成 立 , 则 141<t 因此 ,由 4 的 任意 性 即 得 | Ai | 一 
I 证 一 1 同 理 ,车 (2) 成 亲 ; 则 4 的 所 有 特征 值 即 本 的 所 
有 特征 值 的 模 小 于 1. 
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1 一 1 1 
例 3 设 A=| 2 一 2 2 |. 
一 ] 1 一 1 


(i) 求 4 的 特征 秆 和 特征 商量 1 
《ii) 求 可 道 短 阵 卫 ,使 P-'AP 为 对 角 阵 ， 


解 (上 
-1 1 -1 4-1 0 一 1 
1 和 -4 -2 412 -2|= -2 A -2 
1 一 1 4+1 | 1 4 4+1 
2—1 0 -1 
= -2 4 2 =AQ—D At)+] 
3 0 4 十 3 
一 和 (1 十 2)， 


4 的 特征 值 为 1 一心 一 0 二 重 特 征 值 ) 和 1; 一 一 2. 

当 让 = 一 0 时 ,由 人 4 工 一 和 3x 一 和 即 Ax= 二 0 得 基础 解 系 x 二 
(1,1:0)7 各 二 (一 1,0,1)71, 玻 生 对 应 于 4 二 0 的 全 体 特征 向 基 
为 如 十 局 二 并 C10) 十 有 (一 1 ,0,1)T( 其 中 帮 , 为 不 全 为 


零 的 任意 党 数 ). 
当 和 二 一 2 时 ,由 (了 一 入 )x 一 0, 即 
一 2 0 一 2 一 


= 1 一 1 


并] 
Es 
1 —1 —1i1lz, 


得 基础 解 系 为 x; 一 (一 1, 一 2,1)7,& 对 应 于 4; 一 一 2 的 爹 体 特征 
向量 为 Esks— kst—1,—2.1)'{k: 为 非 零 任意 常数 }. 

Ci) 将 4r=ax0 一 1,2.3) 排 成 矩阵 等 式 
A 0 0 


0 0 A 


六 CP XI ) = (Xi Xs) 
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上 取 
1 一 1 一 1 0 
P= (x xx) Oo |1 0 —2|， 和 下 = 0 | 
总 1 1 一 


出 和 起 P= 二 Ph , 且 | 呈 一 2 天 0. 因 此 就 得 P :4P 一 和 为 对 角 阵 . 


5.1.3 相似 矩阵 及 其 性 质 


定 兴 于 3 对 于 矩阵 4 和 五, 若 存 在 可 道具 阵 了 ,使 已 AP 一 
B ,就 称 4 相似 于 思 , 记 作 4 一 且 ， 

第 阵 的 相似 关系 也 是 一 种 等 价 关系 , 即 也 有 以 下 三 条 性 质 . 

(i) 反 身 性 : 4 一 上 4. 

《ii) 对 称 性 : 若 4 一 好, 则 8B 一 和 4. 

《iii) 传递 性 : 若 4 一 下 ,了 一 C. 则 A 一 

它们 的 证 明 , 留 给 读者 作为 练习 . 

相似 矩阵 有 以 下 性 质 ， 

(1) 下 胡 十 下 呈正 一 六 有 -| 且 十 大 五- 是 (其 中 大 到 
是 任意 常数 ). 

《2) PIA AIP=(P AP) (CP !A,.P). 

03) 若 盘 一 瑟 , 则 4 一 Br (oa 为 正 整 数 ). 

证 因为 4 一 是, 所 以 存在 可 逆 惩 阵 王 ,使 


P-A4P = 有 8, 
于 是 Br- =(P 'AP)(P 'AP)'(P 'AP) 
=P 'A*P, 
故 _ A" ~ B". 是 


“54) 车 ~B, 则 4) 一 BY, 其 中 
F(z) 一 at Ta it 十 和 十 机 二 十 ceo， 
A) 二 a 六 "十 a 及 十 下 十 入 十 eof， 
FFB) = aB 十 aa 1 有” uuBAi+ea,t. 
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利用 性 后 41?, 3) 的 结论 ,容易 证 明 性 质 (4). 
第 (5) 条 人 性质 是 一 个 重要 的 结论 ,我们 把 它 写 成 一 个 定理 . 
定理 $.4 相似 第 阵 的 特征 值 相 同 ， 
证 只 需 证 明 相 似 阜 阵 有 相 回 的 特征 多 项 式 . 设 各 一 且 , 则 存 
在 可 道 短 阵 PP, 使 得 
P-'AP = B. 
于 是 
IA—B|=~|A— PAP| 
一 | PNAPI=| PT7IIAMN—AIIP| 
二 | 一 AA| ( 因 | P71||P|I= 1). 国 
必须 注意 ,定理 4 的 道 命题 不 成 立 ,例如 


1 0 1 1 
r=-{, NE 4~( 小 
都 以 工 为 二 重 特 征 值 , 但 厅 于 任 柯 可 闭 定 阵 王 .都 有 到 -1 一 了 天 
4, 故 和 4 和 于 不 相似 . 


5.2 矩阵 可 对 角 化 的 条 件 


所 请 矩阵 可 对 角 和 化 指 的 是 ,上 定 阵 与 对 角 阵 相似 .本 节 讨 论 矩 阵 
可 对 角 化 的 条 件 . 其 主要 结论 是 ;矩阵 可 对 角 化 的 充分 必要 条 性 是 
nn 阶 矩 阵 有 个 线性 无 关 的 特征 向 其 ,或 人 隆 的 每 个 特征 值 的 ( 代 
数 ) 重 数 等 于 对 应 特征 子 空间 的 (几何 ) 锥 数 . 

今后 我 们 常 将 主 对 和 角 元 为 avar,…wa, 的 对 角 阵 记 作 
diag(Cal ver，…seas) ;或 记 人 作息. | 

从 5.1 节 例 3 可 见 , 当 三 阶 矩 阵 4 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 
量 xxsvxs 时 , 取 了 二 Cx ,x ,xs) 就 有 

PIAP =— diag(Al As rh)» 

其 中 心 .0 分 别 是 特征 向 量 x ,xx 所 对 应 的 特征 值 . 这 表 
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明 , 王 阶 符 阵 4& 有 三 个 线 人 性 无 关 的 特征 向 量 是 4 与 对 角 阵 相似 的 
充分 条 件 . 事 实 上 它 也 是 必要 条 件 . 下 面 给 出 一 般 结 论 . 
定理 5.5 x 阶 和 矩阵 与 对 角 阵 相似 的 充 要 条 件 是 入 有 = 个 


线性 无 关 的 特征 向 量 . 
证 ”必要 性 : 设 
PiAP = diagtaAl s Az sy" ,A ) 并 作 / ， 

即 AP= PA. 
将 P 矩阵 按 列 分 块 ,表示 成 

P= (x, XX) 
则 

A 
Az 
TE) = XL Nn ) 
A, 

即 CN gz CAR) A Ne sr A ) 
于 是 


x, = AX, (i 1.2,. ,nn). 

襄 x ;x2 ，… ,x 是 六 分 别 对 应 于 特征 值 4 ,4 ,… ,4, 的 特征 问 量 . 
由 于 P 了 可 道 ,所 以 它们 是 线性 无 关 的 ,必要 性 得 证 . 

上 述 步 又 显然 可 道 , 所 以 充分 人 性 也 成 立 . 国 

5. 1 节 例 1 中 的 4 只 存在 两 个 线性 无 关 的 特征 向 其 ,所 以 不 
可 对 前 化 . 

由 定理 5.4 可 知 : 若 和 4 与 对 角 阵 4 相似 , 则 4 的 主 对 角 元 都 是 
4 的 特征 值 . 车 不 计 办 的 排列 硕 序 . 则 A 是 唯一 的 . 称 5& 为 4& 的 相 
似 标 准 形 . 

定理 $.6 矩阵 4 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 线性 无 
关 的 ， 
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证 设 生 的 mw 个 互 不 相同 的 特征 值 为 X14 ,in 其 相应 
的 特征 向 量 分 划 汐 #12， 

对 mm 作 归 纳 法 ,证 明 xs，"… 线性 无 关 ， 

当 mm 二] 时 ,结论 显然 成 立 (因为 特征 向 量 x 关 们 ). 

设 吾 个 不 同 特征 值 hs, 的 特征 向 量 x ;Xs，… ,x 线 
性 无 关 , 下 面 郑 虑 上 十 1 个 不 同 特征 值 的 特征 回 量 的 情况 . 
设 


CK 二 Goks 二 十 Xt 二 dix 一作， DD 
则 十 Ca 十 CKz 十 十 Ce 上 dmxa.) = 人 0, 
即 
QA Xi 十 Qsds Xi 十 二 aApTe 二 eid Xl = 0. 名 


将 中 式 乘 嫉 11; 再 减 去 吓 式 得 
GL Apr — Ai)X 十 cs (hat 一 和 着 十 "二 Apr 一 xs 一 作 . 
根据 归纳 假设 和 线性 无 天, 所 以 
AH 一 0 


由 于 A 
所 以 
A O07 1,2.+ ,gk, 3) 
将 加 式 代 入 中式, 得 
Qiri ert — 0 


由 于 特征 向 最 所 天 0, 故 es 一 0. 故 线性 无 关 . 国 

推论 若 # 阶 矩阵 4 有 = 个 互 不 相同 的 特征 值 , 则 和 与 对 角 
阵 相似 . 

但 必须 注意 ,推论 的 逆 不 成 并 .如 5.1 节 例 3. 生 与 对 角 阵 相 
似 , 但 特征 值 中 0 是 二 重 特征 根 . 

“定理 5.7 设 和 .4 .An 是 2 阶 上 第 阵 生 的 mm 个 下 异 特征 
值 , 对 应 于 4. 的 线性 无 关 的 特征 向 重 为 XX 1 
2 , 则 由 所 有 这 些 特征 向 量 ( 共 六 十 关 十 … 十 mm 个 ) 构 成 的 
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向 量 组 {x， i 上 二 1,2,"… 2 是 线性 无 关 的 . 


证 设 
了 (Ra hx t,x) = 0， 中 
: 1 1 ' 
记 
3i 二 Ri Kr 十 大。 aa 十 十 ki ET (0 
全 式 化 为 
入 十 天 十 汪 十 有 一 小， 地 


其 中 六 是 对 应 于 4, 的 特征 向 量 或 零 向 量 Gi 二 1,…,m). 根据 定理 
5. 6, 例 式 中 的 p72，… 都 不 是 特征 向 量 ( 因 为 它们 中 如 有 一 
个 或 几 个 是 特征 向 量 , 则 由 其 线性 无 关 性 可 知 它们 之 和 不 等 于 
;所 以 
y: = 0, i = 1,2,. ,mm. DD 
由 于 如 ,xs :Xi 是 线性 无 关 的 ,因此 由 也 和 多 可 得 
二 一 0 = 2 
故 定 理 的 结论 成 立 . 国 
由 定理 5.7 可 知 ,5. 1 节 酌 3 中 有 4 的 特征 向 量 x, ;x;: ,x; 必定 
是 线性 无 关 的 . 
“定理 5.8 设 1 是 # 阶 矩阵 4 的 一 个 上 重 特征 值 ,对 应 于 
iu 的 线性 无 关 的 特征 调 量 的 最 大 个 数 为 坊 则 二 
证 用 上 反 证 法 . 设 达 > 由 于 
一 如 D 
和 将 志 ,x ,x 扩充 为 n 维 启 量 空间 守 " 的 - -组 基 
EL Es ts 
其 中 后 一 般 不 是 点 的 特征 向量 ,但 Ax, EC" (一 ! 十 1 
ma, 可 用 上 述 的 一 组 基 组 性 表示 ，, 即 
YY =ainXi 二 G2mXs 二 "十 Ginx 十 
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Qtr mi 十 于 十 ms 
{tm = 二 1,n). 名 
将 总 ,名 中 的 个 等 式 写 成 一 个 矩阵 等 式 
RD 


- 
A ;OI A lm 


人 ;8# r 
Dy Hn 


二 | @ 
0 | : 
‘atin “gna 
其 中 有 i 个 . 
记 PX rN Nas 
并 将 图 式 右 端 矩阵 分 坎 表 示 , 则 有 
也 :4P = > “1 
辣 。 
根据 相似 和 矩阵 有 四 同 的 特征 多 项 式 ,得 
1A A|I=| A —P'AP | 
{A— Ao)T, 一 辣 ] 
-| 0 条 一 4， 
一 | QANL || 一 4 
一 (4 一 加 并 区 (1 人. (二 


其 中 EC 一 HI 一 4 如 1 是 4 的 2 一 :次 移 项 式 ， 
由 思 式 可 知 ,加 至 少 是 各 的 性 人 > 外 重 特 钙 值 ,与 加 是 二 重 特 
征 值 矛盾 .所 以 Lk. | 
由 于 (iu 一 4)Jx 一 和 的 菇 础 解 系 合 /= 二 nn 一 rChf 一 入) 个 向 量 ， 
即 特 征 子 空间 的 维 数 dimY, 志 , 定 理 5.8 也 可 以 叙述 为 ; 特征 子 
空间 Va, 的 维 数 dimVi 志 特 征 值 如 的 重 数 . 
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“定理 5.9 +x 有 阶 和 矩 阵 4 与 对 角 和 矩阵 相似 的 充分 必要 条 件 是 ; 
4 的 每 个 特征 值 对 应 的 特征 向 量 线 性 无 关 的 最 大 个 数 等 于 该 特征 
值 的 重 数 5( 即 4 的 每 个 特征 子 空间 VW 的 维 数 等 于 特征 值 A 的 
重 数 ). 


证 设 1 一 41= [| G4.», 
1 一 上 


其 中 心 ，…Man 后 C 上 且 互 异 ,又 有 之 /mm 一 并。 


充分 性 ; 由 于 对 应 于 2; 的 特征 向 量 有 ~ 个 线性 无 关 , 又 本 个 
特征 值 于 异 , 由 定理 5.7, 4 有 ja 个 线性 无 关 前 特征 向 量 , 依 据 定 
理 5.5,4 与 对 角 阵 相似 . 

必要 性 :用 反 证 法 , 设 有 一 个 特征 值 六 所 对 应 的 线性 无 关 的 
特征 向 量 的 最 大 个 数 忆 < 的 重 数 7,, 则 由 定理 5.8 可知,4 的 线 
性 无 关 的 特征 向 量 个 数 小 于 za , 故 各 不 能 与 对 角 阵 相似 . 国 

例 1 设 实 对 称 矩 阵 

1 -1 -1 一 1 
一 1 1 一 1 一 1 
一 1 一 1 1 一 | 
一 1 一 1 一 1 1 
问 ; 4 是 否 与 对 角 阵 相似 ? 车 与 对 角 阵 相似 , 求 对 角 阵 和 及 可 道 
矩阵 卫 , 使 得 了 -14P 一 4 . 再 求 始 (为 正 整 数 ). 
解 4 的 特征 多 项 式 


各 一 


1 27 一 和] 一 
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二 (4 十 2) 


一 (4 十 2 


一 
5 
三 = 


0 0 0 4 一 人 
一 人 《人 A 十 2)04 一 273， 
所 以 和 的 特征 值 一 一 2( 单 根 ) ,4 一 25 三 重 根 )， 
由 AT 一 Ax 二 0, 即 
一 3 1 i 31 fx 


请 
fn 
[Fe] 
一 
| 
人 
Le 


1 1 1] —3)|x 

得 4 对 应 的 特征 向 量 为 1 ie 一 (1 1,135， 太 天 0). 

由 C3 了 I 一 六 x 二 0, 即 

Tl 二 XT 一 Xs 十 XxX 二 人 0， 

得 基础 解 系 为 x 二 (1, 一 1,0,0)T ,xa 二 《C110, 一 1,0}'. x 一 
(1.0;0, 一 1 和 有 上 个 线性 无 关 的 特征 向 和 量 , 故 4 与 对 角 阵 
相似 . 

取 


P= CEL 4 区 21 sa 了 人 一 


一 
bm 
| 
请 
心 


则 
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PAP ©— 一 点 . 


在 的 4 个 对 角 元 依次 是 4 个 特征 向 量 所 对 应 的 特征 值 . 由 于 特征 
向 量 《 或 (好 一 4)x 一 和 的 基础 解 系 ) 不 叭 --…, 所 以 豆 也 不 唯一 . 

由 如一 BAP- ,可 得 

一 【AP — PPAP-IPAP- 一 下 

1 1 1 11 [一 23 
1 一 1 0 0 2 
1 0 一 1] 0 22 
1 0 站 一】 2 


1 一 1 
1 1 1 一 3 
_ 125， 当 上 为 偶数 ， 
-fh 当 二 为 奇数 . 
例 2 设 4 一 (av)nxr 是 主 对 角 元 全 为 2 的 上 三 角 上 矩阵 , 旦 存 
在 ai 关 0 {i 过门; 问 护 是 否 与 对 角 阵 相似 ? 


2 并 a 六 
、 0 2 基 

解 设 上 一 . 
D D -2 


《其 中 * 为 不 全 为 零 的 任意 常数 ). 则 

1 好 一 41= A—2)", 
即 4 二 2 是 的 nn 重 特征 慎 ,; 而 r(2T 一 A) 室 1; 所 以 (2 一 A)x=0 
的 基础 解 系 所 含 向 量 个 数 委 za 一 1 个 , 即 4 的 线性 无 关 的 特征 向 量 
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“ 例 3 设 f(z) 一 z 一 2f 十 5, 天 阵 为 同 例 1, 求 可 道 了 泗 P 和 
对 和 角 阵 丰 ,使 得 PP ' FCA)P 一 六 ,其 中 有) 一 入 * 一 2 生 十 54. 
解 ”利用 5.1 节 性 质 1, 若 4xr 一 Mtx 天 0)， 则 
CA = CREAYX, "= A*x 
{其 中 EC ,mE N), 因 此 对 任意 多 项 式 (x), 有 (A)x 二 (ADx 
请 读者 自己 证 明 ), 即 ra) 是 fC(4) 的 特征 和信 ,x 是 了 C4) 对 应 的 特 
征 向 量 ,由 为 二 一 2 和 As 一 2 得 和) 二 1,f42) 一 9, 例 1 中 的 %， 
Xn sXe Xa 是 及 ) 的 特征 值 Fa ,f(As3 所 分 别 对 应 的 特征 向 
其 .了 到 了 == (Cx) ,rz Xs ;232， 册 
PiFCOAP —diagC f (At) FO) ri Als 
=diag(1,9,9,9) = Al. 
本 题 还 有 另 一 种 解法 ,利用 例 1 结果 
PAP = diag(—2,2,2,2) A, 
即 生 = 二 PAP-!. 
于 是 A) 一 4 一 24 十 5 
={PAP™)’ ~ 2(PAP™') + 51I 
=PtA:— 24+5DP' 
=P/(A P71, 
所 POP = FM) = diagt ft —2) ,fF02), F062), FC2)) 
=diagtl,9,9,9). 
“ 例 4 设 如 阶 夫 等 矩阵 起 ( 即 和 一生) 的 秩 为 rC0<r 这 m0). 证 
明 : 4 一 diag(1, 1 1:0,…:0) ,其 中 1 有 7r 个 . 
证 设 4x 一 ix 《xz 天 时 ,由 
if 一 4 一 4x 一 Mr (rr 夫人， 
得 涛 一 4, 所 以 蹇 等 答 阵 的 特征 值 为 OG 或 1,， 
妆 厂 =1 时 ,其 特征 矩阵 1 一 4 的 秩 为 x 一 +, 这 是 因为 4 一 此 二 
(I 一生) 二 0, 所 以 
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rt 起) 十 Tf 一 A} 过. 

XX TC) 十 rt 了 一 站) 守 Tt 六 二 一 起 ) 一 ri) 一 nn， 
战 rt 二 ri 一 A ni. 
因此 rtf—A) nr, dimV =n—(n or, 

于 是 由 (一 和)x 一 0. 可 求 得 对 应 于 二 1 的 -> 个 线性 无 关 的 
特征 向 量 xl ,xz 

当 训 一 0 时 ;由 改 , 了 一 A)x== 人 0; 妈 Ax 一 0, 可 求 得 wn 一 r 个 线性 
无 关 的 特征 向 量 xx 取 


P= CR Ns rN, Ns 


则 Pp iAP 一 出 ia 多 [1 07， 
其 中 1 的 个 数 为 r= 二 rt 丰 个 ,0 的 个 数 为 nn 一 + 个 , 当 r 二 nn 时， 
r( 一 4 一 0.4 一 工人 命题 和 成立 . 国 


5.3” 实 对 称 矩 阵 的 对 角 化 


上 一 节 已 指出 ,不 是 任何 夭 阵 都 与 对 角 阵 相似 ,然而 实用 中 很 
重要 的 实 对 称 乍 阵 一 定 可 对 角 化 ,其 特征 值 全 为 实数 . 而 且 对 于 仔 
一 个 实 对 称 年 阵 起 .存在 正 交 答 阵 了 ,使 得 T: 47 了 为 对 角 阵 . 为 了 
证 明 这 些 重 要 结论 , 先 介 绍 复 矩阵 和 复 向 量 的 有 关 概 念 和 性 质 . 

定义 5.4 元素 为 复数 的 矩阵 和 向 量 , 称 为 复 算 阵 和 复 向 量 . 

定义 5.5 设 a 为 复数 ,4 一 (eu nx， 各 一 (anxoyei 是 ay 
的 共 久 复 数 , 则 称 生 是 4 的 共 轿 矩阵 . 

由 定义 5.5 可 知 ; 4 一 4 4 一 (4 当 和 为 实 对 称 怎 阵 时 ， 
AT 一 A. 

根据 定义 及 共 斩 复数 的 运算 性 质 , 容 易 证 明 共 乞 征 阵 有 以 下 
性 质 : 
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(3) AB=—AB,; 
(4) (AB)'—B'AT; 
(5) 车 4 可 道 , 风 4 ' 一 (4) ;; 
(6) detA4= detA. 
n 维 复 向 量 ( 以 列 的 形式 表示 }x 满足 性 质 ， 
XITxz20, 等 号 成 立 当 且 仅 当 x 一 履 
这 是 因为 , 若 x= 一 (zyzyzoylziED (i 二 1,2,… ,1), 则 
xlx 一 工 | 二 Tar; 十 十 二 
一 | ma 上 十 | zz 扰 十 十 | 站 
其 中 1z.| 是 复数 xz, 的 模 , 因 此 x'x 一 0; 当 和 且 仅 当 zx, 一 9 6 一 1， 
2,. nn), 妈 x=0. 


5.3.1 实 对 称 短 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 


虽然 一 般 实 抢 阵 的 特征 密 项 式 是 实 系数 多 项 式 , 但 其 特征 根 
可 能 是 复数 ,相应 的 特征 向 量 也 可 能 基 复 向 量 . 然而 实 对 称 抢 阵 的 
特征 值 全 是 实数 ,( 在 实数 域 上 ) 相 应 的 特征 向 量 是 实 向 量 , 且 不 同 
特征 值 的 特征 向 其 是 正 交 的 . 下面 给 以 证 明 . 
定理 5. 10 实 对 称 和 矩阵 A 的 任 一 个 特征 值 都 是 实数 . 
证 设 4 是 4 的 任 一 个 特征 值 . 由 A' 二 #4, 和 Ax=aAx, 有 
CAx)'— Cr}T, 
x ATr— Axix, 


XAr= Ar' ro—Ar' xr. 


又 X00,XTX>0, 所 以 4 二 24, 即 4 为 实数 . 国 
定理 5, 11 实 对 称 知 阵 4 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 蚌 
正 交 的 . 


证 设 Ax, 二 A.X,， (x, i 二 =] ,2) ;A 闫 1 9 让! 二 并 ; 则 
ACEXI 一 22 帮 Yi 一 Xi x 一 (Ay) Xl 


一 CAs xs YT x 二 As XI NL. 
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由 于 姑姑， 所 以 2 一 0 上 即 (xs :1) 一 0,， 故 当 x1sxs 为 实 的 特征 
向 量 时 ,x 与 x 正 奖 (x ,rs 为 复 向 量 的 情形 .利用 附录 A 的 知 
识 , 了 世 可 证 明 二 者 正 交 ). 国 


5.3.2 实 对 称 和 矩阵 的 对 角 化 


定理 5. 12 对 于 任 一 个 阶 实 对 称 和 矩阵 有 4, 存在 有 阶 正 交 和 矩 

阵 工 ;使 得 
T-14T 一 diagCh As ,A ). 

证 用 数学 归纳 法 .n=1 时 ,结论 显然 成 立 . 

假设 定理 对 任 一 个 # 一 1 阶 实 对 称 矩 阵 吾 成 立 , 即 存在 = 一 1 
阶 正 交 矩阵 全 ,使 得 旭 "1BQ 一 A,. 下面 证 明 , 对 n 阶 实 对 称 和 矩阵 入 
也 成 立 . 

设 xi 二 可 x; 其 中 是 长 度 为 1 的 特征 向 量 . 现 将 xi 扩 
充 为 RR" 的 一 组 标准 正 交 基 | 

bP 

其 中 习 ， 和 zs 不 一 定 是 丰 的 特征 向 量 , 于 是 就 有 

六 CYL ys) 

hy ibe bi 


— CX) rz st, ) 时 本 : 。 加 人 


记 
P= (xisxornwyxXn) 《 为 正 变 甜 阵 )， 
并 将 巴 式 右 端 矩阵 用 分 块 矩 阵 表 示 , 中式 可 写 为 


piap = 人 网 外 
”及 


由 于 P"! 二 Pi,(P71AP)'=PIA1(P 1D)!1 一 P14hP, 所 以 
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Al 0 加 b 
| 7 |- 0 Bg) 
因此 ,b==0,B 一 吾 ( 即 中 为 一 1 阶 实 对 称 和 矩阵 }), 代 入 加 式 得 


piap= 人 ， 
0 Br 


根据 归纳 假设 ,构造 一 个 正 交 和 矩阵 
5= ( 站， 
og 
(读者 不 难 验证 5"5 一 ), 便 有 


means-( £) 0) 9) 


A 0 A 0 
-| os0)- | 人 | 
— diagth ,As se yA, ), 
取 了 ==PS( 两 个 正 交 矩阵 之 积 仍 是 正光 矩阵 ) ,1 ' 一 5S ，P ?, 则 
T AT = diagCAhi aa) 


其 中 jayhn 是 硫 的 特征 值 . | 
给 定 一 个 4 阶 实 对 称 符 阵 4 ,如 何 求 正 交 矩阵 个 ,使 工 AT= 


妈 呢 ?首先 由 特征 多 项 式 | 好 一 4I=- Jaw- 4.)" 得 到 全 部 互 异 
特征 秆 4,… ,An. 由 于 入 可 对 角 化 ， 根据 定理 5. 9,r 重 特 征 值 4; 对 
应 + 个 线性 无 关 的 特征 向 量 xz :利用 施 密 特 正 交 化 方法 
得 到 x 个 相互 正 交 的 单位 向 量 y， os ,由 定理 3. 11, 不 同 特征 
值 对 应 的 特征 向 量 正 交 , 得 到 {yy 3 1 一 1 :2) 为 了 个 相 
互 正 交 的 单位 特征 向 量 , 将 其 按 列 排 成 阶 短 阵 ,就 是 所 求 的 于 交 
和 矩阵 了 


5.3 实 对 称 丝 中 的 对 和 角 化 245 


例 1 设 
1 -> 2 
壬 二 | 一 2 一 2 | 
2 4 -2 
求 正 交 阵 了 ,使 T :4 了 为 对 前 阵 . 
解 
-1 2 > 
[IA|=| 2 442 -1 
2 4 A+2 
0 —20—2) Aa)A—2)/2 
一 有 一 了 A 一 上 
一 了 一 4 外 十 2 
=—(— 2) C4— 2)? 和 | 


一 (人 4 一 2 和 (4 十 7)， 
得 为 二 256 一重) 和 4: 一 一 7. 
对 于 为 一 2, 由 (CT 一 和)x 一 和 即 


1 2 一 211z 0 
过 4 一 并 a | 一 总 日 
一 2 一 4 4| [zs 0 


得 线性 无 关 的 特征 向 量 x 二 (2, 一 ],0)7,xs 一 (2,0.1)'. 用 施 密 
特 正 交 化 方法 ; 先 正 交 化 ,得 
1 一 此 1 ， 


加 (Xs :B81) 
Pr 8 ,pI 
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再 将 B, .8B. 单 位 化 得 


—8 2 ~2 
2 一 5 一 4 


得 特征 向 最 xz 一 (1,2, 一 2)7, 单 位 化 得 此 = (二 ,二 ,了 ) ,到 正 
交 和 矩阵 


| 2 2v5 1 
5 15 3 
Ly [a 

T= Ys) Oo 4v5 2 ， 
《0 3) is 3 
/5 2 
3 二 

0 3 3 1 


则 T-14T 一 diagGl hv 一 diag(2,2, 一 7)。 

例 2 设 实 对 称 和 矩阵 & 和 和 B 是 相似 矩阵 ,证 明 : 存 在 正 交 年 隆 
T, 使 得 TT-'14T=B. 

证 由 于 和 态 ~ 如 ,所 以 入 和 B 有 相同 的 特征 值 A. ,4 ,… ,2. 根 
据 定 理 5. 12, 对 和 友和 B 分 别 存 在 正 交 算 阵 全 和 T ,使 得 

TTIAT, 一 diagthi ,A ,Ns) = Ti BT,, 

所 以 T: THAT'T,'= 8. 

取 了 = 二 Ti!i( 仍 是 正 交 和 什 阵 ), 则 一 天 了 ,如 此 就 得 

T''AT = 8B. |] 
例 3 设 阶 实 对 称 和 矩阵 六,B 有 完全 相同 的 x 个 特征 值 ,证 
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明 , 看 在 止 交 和 盾 阵 了 和 梓 " 阶 和 矩 陈 晶 使 得 4 一 QT 和 B= TQ 同时 
证 几 于 实 对 称 第 阵 与 对 角 阵 和 相似 , 生 的 对 第 元 为 = 个 特 
征 值 ,所 以 ,4 一 下 一 亚 , 即 4 一 中. 由 例 2 知人 站 在 正 交 和 卸 阵 了 ,使 得 
TAT=B,B AT=TB,ic0=AT., 则 4A=QT7T'=QT.8B 
TiQ=TQ( 其 中 T=T7' 仍 为 正 交 和 矩阵) 同时 成 立 . 用 
例 4 设 委 ,B 都 是 x 阶 实 对 称 扯 阵 , 若 存在 正 交 生 阵 工 使 
T "AT,T 'BT 都 是 对 角 阵 ; 则 4 号 是 实 对 称 秆 阵 . 
证 几 (4B) 一 有 :4 一 BA 可知 ,此 时 4 对称 的 充 要 条 件 是 
4 时 可 交接 . 因此 只 需 证 明 4B 一 BA. 根据 已 知 条 件 , 有 
TAT 一 diag(a ia)， 
于 一 上 8agCP ps yy 
于 是 (CT ATY CT 8T) 一 (了 BT) CT 14T) 一 diag0hi 
hr) ;因此 ,2B 二 BA,(4B)' 一 BA 一 AB. | 


习题 ”补充 题 答案 


习题 
1, 求 下 烈 害 阵 的 特征 值 和 特征 向 贰 ， 


2 -1 1 
2 一 3 
cD ): C2) 12 0 1 
一 了 号 1 
[1 -1 2 
1 2 3 4 
2 【 和 
9 | 2 3 
(3) |1 1 1 
9 0 1 2 
1 -1 3 
0 0 0 1 
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2, 已 知 撼 降 
7 4 一 1 
4 7 一 1 
(一 二 一 4 工 
的 特征 值 访 二 3 二 重 } ,4 一 12, 求 xz 的 值 ,并 求 其 特征 向 最 . 

3. 设 x :x; 是 第 阵 4 不 同 竺 征 值 的 特征 向 量 , 证 明 x 十 Xz 不 是 站 的 一 
个 特征 问 量 ， 

4. 设 x xssxs 分 划 是 矩阵 站 对 应 于 互 钻 相同 的 特征 值 4. ,说 ;为 的 特 
征 向 量 , 证 明 x* 十 xz 十 xz 不 是 和 的 特征 向 量 ， 

5， 证 明 对 售 和 矩阵 4( 即 4: 一 天 的 特征 值 只 能 为 1 或 一 1. 

6. 设 二 可 道 , 讨 论 六 与 4 的 特征 什 ( 特 征 向 量 ) 之 间 的 相互 关系 . 

7, 车 P-'AP 一 B; 问 : P11(&h 一 21)P 一 8 一 21 是 否 成 立 ? 
一 1 


六 二 


台 
直 .已 知 a~4=| 。) "来 detf 并 一 也， 


2 1 _1 0 
9. 已 知 P=( }.e'ar={ 站 求生. 
3 一 2 0 2 


"10, 设 吾 =P 14P,x 是 矩阵 4 属于 特征 值 *, 的 特征 向 量 . 证明: 
《 旦 矩阵 吾 对 应 其 特征 值 Mh。 的 一 个 畦 征 向 量 ， 
“11. 设 各 为 非 坷 异 矩 阵 :证明 A8B 与 B4 相似 . 
“ 12. 设 太一 如 ;人 一 了 ,证 明 : 
六 0 B 用 
可 ch 人 p)- 


13, 证明: m 阶 年 阵 


0 
只 有 零 特 征 慎 , 且 其 特征 子 空间 是 人 R”" 的 一 维 子 空间 ,并 求 它 的 基 . 

14. 车 二 是 可 道 ,一 4 不 可 北 , 那 各 ,关于 种 的 特征 值 龙 懒 出 怎样 的 
断 语 ? 

15. 若 det(I 一 上) 一 0 证 明 ，1 或 一 1 至 少 在 一 个 是 4 的 特征 值 . 
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16， 在 第 1 题 中 ,哪些 年 阵 可 对 角 化 ?” 并 对 可 对 角 化 的 撼 阵 4, 求 矩阵 
卫 和 对 和 角 短 阵 # ,使 得 王 14P 一 点. 

17. 主 对 节 元 互 不 相等 的 上 (5 下 ) 三 角形 算 阵 是 否 与 对 角 阵 相似 (说明 
理由 7 

18. 设 n 阶 后 阵 A 的 x? 个 元 素 全 为 1, 这 求 可 递 算 阵 P, 使 PP 'AP 为 对 
角 阵 ,并 写 出 与 4 相似 的 对 角 阵 . 

19. 已 知 4 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 4, 一 1( 三 重 ) ,i 二 一 34 对 应 于 加 的 特征 
向量 有 x 一 0 一 0107 x 一 (一 41 一 007 一 10, 一 141, 一 1) ,对 应 
于 a 的 特征 向量 为 x 一 20.0,- 一 1,1)!. 间 -和 起 订 党 对 角 化 ? 如 能 对 角 化 ,有 求 
出 各 政和 "Cn 为 正 整 数 ). 

20. 设 三 阶 所 阵 4 有 二 重 特征 值 4 ;如果 各 二 C0,107 ,如 一 (一 150， 
一 fx 一 (1,1,0)7 ,x 一 011, 一 1)T7 都 是 对 应 于 的 特征 向 景 , 问 要 可 省 
对 和 角 化 ， 


21. 已 知 4=( > -) 


一 上 2 
(1) 求 4， ,A1( 训 为 正 整数 ). 
- (着 Fn 1 7 | 求 /C4) 
x! 小 1 ” 
3 4 0 0 
、 4 一 3 0 6 
22, 设 4 一 ; 求 堪 计 为 正 整数 ). 
由 oO 2 i 
0 DO 0 2 


(提示 : 按 对 角 拨 抵 降 求 直 ,) | 
23. 对 5.2 节 例 1 的 拭 阵 4, 求 正 交 矩阵 ,使 于-'4T 为 对 佣 阵 ， 
24. 对 下 列 实 对 称 和 矩阵 4, 求 正 交 和 矩阵 全 和 对 角 外 阵 ,使 了 1AT 一 A : 


3 2 4 1 3 0 1 0 2 
1) |2 0 2 «2) |3 4 一 ]|: (37 0 1 2|: 
4 2 3 0 一 1 2 2 ] 
0 0 4 1 一 1 一 3 3 一 3 
DO 1 4 一 3 一 1 —3 3 
(C4) C5} - 
4 1 D 0 3 一 3 一 1 一 3 
1 4 8 0 一 3 3 一 3 一 1 


250 第 5 章 ”特征 值 和 特征 向 量 矩阵 的 对 崩 屁 


25. 贡生 是 二 上 价 实 寻 民生 阵 , 且 二 4 证 骨 存 在 下 实证 阵 开 , 使 福 
TA = diag tl ,sledse 0), 
下， 褒 阶 实 对 称 和 更 阵 生 的 特 社 值 4 0 一 1,2. 0) ,让 上 明 存 在 特 
征 什 非 负 的 实 对 称 十 隆 B, 使 得 4= 焉 ， 
27. 设 生 为 站 阶 实 对 栖 蹇 等 抽 附 (4 本 一 4)r(4) 一 r, 试 求 dett 有 A 一 2 了 0. 


补充 题 


28.， 设 落 质 大 ja) 一 ara" 十 a 17 二 于 di 十 unsds 是 矩阵 息 的 一 - 
ee 是 十 对 序 于 hy 的 特征 向 量 .证明 F437 是 tA 有) 的 特征 值 ,H = 

是 0 和 村 应 于 了 (4, 的 竺 证 向量 ， 

2， 设 生 一 下 二 一 二 :十 24 一 3 证 明 :， 7 和 一 天 时). 

台 . 放生 -Cool 过 知 和 是 各 的 二 二 特征 倩 ,1 是 各 的 ( - 重 ) 特 征 
但 ,求生 阵 生 的 特征 狗 瑚 式 deltAf 一}. 

31. 设 5 阶 短 际 有 A 的 好 征 元 素 之 利 暂 为 1. 癌 ; 能 千 伴 少 求 得 站 的 一 个 
特征 人 利 ” 

32， 设 ri 是 撼 隆 态 = 二 fas) 的 5 个 特征 值 ,证 昌 : 


DD 


rl 1-l 


33. 设 AB 二 B4.x 是 起 对 应 于 特征 但 的 特征 向 基 , 泪 明 ， 
Bx € (4 的 特征 子 空 间 )， 

34， 让 明 : 若 半 防 年 阵 生 有关 全 生 林 相同 的 竺 社 值 , 则 48= 34 的 充 要 
条 件 是 六 的 特征 向 量 册 是 B 的 特征 向 量 . 

35， 设 和 站 ,B 医 为 # 防 征 阵 .96a7 | 入 吾 |. 证 明 : pt) 硬 逆 的 充 要 条 
件 为 8 的 任 特征 值 都 不 是 4 的 特征 值 . 

(提示 ; 没 和 = 二 |A1 有 一 人 AI je 人 克利 用 站 不 是 如 
的 特征 值 时 .PE 一 入 [和 0 讨 沦 1954)1 汉 和 的 充分 必要 条 人 性 . ) 

36， 证 明 反 对 称 误 斤 阵 的 特征 值 是 5 或 纯 虚 数 . 

337. 已 知 "中 两 个 非 零 的 正人 丰 咎 量 

= Ca) B= bb 

证 明 : 惩 阵 和 二 a 和 月 的 特征 从 全 为 0.H 起 不 相对 角 化 . 
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38， 设 e fo aa ensds) 亡 P", 月 wl 攻 全 一 2 试 求生 阵 二 一 
ar 的 特征 植 , 并 求 可 道生 阵 中, 使 PP 4 或 对 前 形 ， 


2 二 ] 2 1 
39. 已 知 4 一 | 5 a 3 
一 1 bb 一 ? 


的 一 个 特征 癌 量 t= 二 (1,1, 一 1)! s 
C1) 确定 215 玉兰 对 应 的 特征 们 ; (2) 和 能 和 理 相 们 于 对 角 年 阵 ? 说 明理 出 . 


i a 一 1 
40. 证 和 一 9 让 了 | ， 
[1 一 e 0 GC 一 


已 知 |4 二 1, 且 "有 一 特征 值 入 ,其 特征 由 县 x 一 1, 一 1.171 斌 求 asb,e 


及 如- 
1 —l 1 
41， 设 点 一 访 4 3 了 |， 
一 3 一 3 5 


L 4: 二 2 是 其 二 重 特 征 秆 , 求 P, 使 


已 知 各 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 其 ,日 


一 和 已 一 点 《对 角 抠 阵 )， 
43， 设 a 一 tae) 1 二 (ba 拘 为 非 零 向 量 , 已 知 


a18 一 0.4 一 87. 试 求 ， (1) 和: ;(2) 4 的 特征 值 与 特征 向 量 . 


下 列 43 一 46 题 为 选择 题 . 
43. 已 知 24, 6. ,2 是 站 阶 失 阵 和 的 = 个 特 社 苇 . 则 行列 式 


,于 一 3 一 ( 9). 
{A} 2 sn! 一 3" 
Co) — (2n— 3)11: 
44, 局 知 阶 矩阵 4 的 行列 式 | 志 | 关 0;,4; 为 起 的 一 个 特征 值 . 则 
CA 十 ECE 为 单位 矩阵 ) 必 有 特征 信 ( ). 


CB C2n--3)1! =1l 3 S(t2n— 3): 
(I 3 7 gtont3), 


， 卫 
CA a+ (BDI【( 填 ) 1 


. | |A! 
CO ANAl (1+)- 
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45. 苦 各 吾 均 为 z 阶 纸 阵 ,月 各 一 且 , 则 ( )， 
(A 相 一 4 一 证 一 Bi 《DB) 4 与 B 有 相同 的 特征 值 和 特征 向 基 ; 


(CY AB~B’: (D) 对 于 任意 常数 i, 均 有 画 一 上 一直 一 吾 . 
46.， 已 知 
2 站 0 2 0 LE 
站 0 0 1 与 B= |0 yx 0 |; 则 ( 小 
站 1 xr 0 0 一 1 


(MAY 一 用 yy 一 工区 了 YY 一 DT 一 一 1; 
tCY t= y= r= y= 1. 
答案 
3 | YY 
2 加 
(1,1:0)5， 《37 2【( 一 重 ). ,1,0) Tt0,1,1)1. (4) 于 四 重 ?,(1,D,0， 
DT (5) 1( 王 重 ), -1 11)7， (6 1 一 2 一 1,2)75 和 (2 21) 
一 2 1:2,2) 

2 二 一 4;3{ 二 重 ),(1, 一 1.0)181.0,4)735 11210 一] ,一 1，1) 7 

3， 用 反 证 法 ,一 个 特征 向 量 不 能 属于 三 同 的 特征 值 . 


s， 用 定义 证 .6. 车 4x 二 e, 则 及 "x 一 |x. 


1, 1) [6,1 干 /3737。 (2) 1， (0,111)"; 2 (一重 )， 


7, 成 立 ， 8. 一 2. 
1 2 C1)"*' "1! 
( -1)"—3. 2 3( ye) 
10， 用 定义 证 明寺 (P71x) 一 加 (Px). 
11. 利用 4 ?A 一 113. [107 
14, 1 是 六 的 特征 值 ,一 1 不 是 . 
15， 由 | 了 一 42 | 一 | 一 和 | | 了 十 六 | -0 即 得 . 
16. 〔〈17.56) 可 对 和 化 (67 A 二 diagt1l,4. 一 2)， 
2 2 1 
P=|~1 一 2 2. 
2 1 2 
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17. 可 以 : 因 有 1 个 互 不 相等 的 特征 值 . 


18. 
1 9 0 1 
—1 1 0 1 
0 —1 流光 已 卫 » 站 一 中 afD ye 0 1}. 
0 0- ll] 1， 
19， 可 对 和 角 化 ， 
1 0 0 0 
, 0 1 0 0 
1 
1 一 (一 3)* 1 一 (3 0 (一 3 
20. 可 对 角 化 - 
21, 
21 一 10 一 43 22 
2) ( 莹 区 
10 一 4 一 22 12 
1 (2 2 ) 
3 2 2 
1280 一 640 
{2) ( } 
640 —320 
22， 


A457 一 5 一 5 5 0 

20T 2 ST! 0 0 
0 0 2 
0 0 0 2 
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23. 


24. 


/RE 


vlD 


2 
好 
_1 
wild 


J 


3 


[Ee 
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1 1 1 
本 9 2 
一 所 
和 点 。 -二 下 [7 
C5 
01 _1l1 _1 —4 
v2 2 2 8 
1 1 1 
和 


26,， 利 用 (CPAP 一 PA?:P!', 27. CO—1)"2". 


30, LQ— D(a— Da, t+1). 
r=) 


”31， 能 ,其 一 个 特征 值 为 1. 33. 证 ACBx) 一 40 CBx), 
34， 必 要 性 用 33 题 铺 果 及 起 的 每 个 特征 子 空间 是 - 维 子 空间 ;充分 性 
证 存在 同一 个 了 ,使 得 忆 :4P 和 FP !18P 篆 汶 对 角 和 矩阵 . 
37. 先 证 下 一 0 ,再 利用 dimR(4) 一 1 


38. 1 一 > ou 二 0{n 一 1 重 )， 
t=] 


Ul Qs Hn 

fy 一 人 站] 站 
P= , 

A 0 “Cu 


39. 1) 由 (CT 一 上 各) 有 :在 , 得 上 对 应 的 特征 值 4 一 一 1] 一 一 3 一品 
C2) 由 | 好 一 鼻 ! 一 (4 十 1)3 ,得 一 1 是 和 的 二 重 特征 值 , 再 由 7 和) 一 2 得 
特征 值 4 一 一 1 只 有 一 个 线性 市 关 的 特征 向 量 , 所 以 征 不 能 与 对 利和 扎 阵 相 亿 ， 


40， 由 各 ”+ 一 如 xx 因由 可 道 , 轴 天 2) 可 推出 4r 二 后 让 


(1 一 4)x=0 及 I4 二 1, 可 得 到 一 一 1 ,4 二 c 一 ,一 一 5 


41， 央 为 起 是 对 角 化 :所 以 属 子 4 二 2 的 线性 无 关 的 特征 向 量 有 了 两 个 ， 
从 而 rt 一 成 ) 二 1 由 此 , 邯 得 = 一 9 一 一 2;A 有 的 另 :个 特征 值 4, 满足 
A 于 2 二 1 十 4 了 45; 所 以 A 二 6 
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1 1 1 2 0 Dn 
PF= |—1l1 0 一 2|， 起 = I0 2 0 
on 1 号 0 0 6 


42. C1) 4 各 一 让 《的 是 的 特征 值 1: 一 0 至 少 是 一 1 重 特征 值 ), 因 为 
有 “一 1 个 钱 性 无 美的 特征 向 量 5 不 辆 误 机 夭 0 :和 一 (让 ,一 站 0 0) 
和 一 (和 0，- 丰 30:90)T 1 一 (的 00 一 碳 玉 -此 时 ,4 没有 非 替 
特征 向 量 , 央 为 和 的 特征 值 之 和 等 于 4 的 迹 ( 比 时 tr& 一 90). 比 外 ,由 如 二 0， 
基 4 为 尾 零 矩阵 ,而 糙 零 矩阵 的 特征 慎 必 为 零 . 

43. COC}, 44. (BY 45. (CD) 46. {A}. 


二 次 型 


二 次 型 就 是 二 次 齐 次 多 项 式 . 在 解析 几何 中 讨论 的 有 心 二 次 
曲线 ,当中 心 与 坐标 原点 重合 时 ,其 一 般 方程 是 
az 二 2bry 十 cy ?= ff， OD 


方程 的 左 端 就 是 =,y 的 一 个 二 次 齐 次 多 项 式 . 为 了 便于 研究 这 个 
二 次 曲线 的 几何 性 质 , 我 们 通过 基 变 换 ( 坐 标 变换 ) ,把 方程 中 化 为 
不 售 x,y 混合 项 的 标准 方程 
az2 十 cy 一 广 ， 地 

在 二 次 曲面 的 研究 中 也 有 类 似 的 问题 一 次 齐 次 多 项 式 小 仅 在 山 
何 问题 中 出 现 ,而 且 在 数学 的 其 他 分 支 及 物理 .力学 和 网 络 计算 中 
也 常会 磁 到 ， 

一 次 型 的 一 个 基本 问题 是 如 同 中 心 在 原点 的 一 般 二 次 曲线 方 
程 化 为 标准 方程 那样 ,把 一 般 的 二 次 齐 次 多 项 式 化 为 内 含 纯 平 方 
项 的 代数 和 . 本 章 除 了 重点 讨论 这 个 基本 问题 外 ,还 将 讨论 有 重要 
应 用 的 有 定 一 次 型 (主要 是 正定 二 次 型 ;的 性 质 . 判 定 , 并 介绍 它 的 
- - 些 应 用 . 我 们 将 用 年 降 工 具 来 研究 二 次 型 ,因此 首先 要 讨论 一 次 
型 的 矩阵 表示 . 
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6.1 一 次 型 的 定义 和 和 矩阵 表示 ”合同 斥 阵 
定义 6.1 nn 元 变量 x mas 的 一 次 齐 次 多 项 式 


FX 9 ,下 2 四 
2 ， 
= a a TT an Tr 1 | 2811Er 
十 wes < 十 2823- 十 |- ZaonTa Rn 


a 


十 GaTa- 


68.1) 


当 系数 属 杆 数 域 下 时 , 称 为 数 域 上 上 的 - -个 4 元 二 次 型 . 本章 讨 


论 实数 域 上 的 7 元 二 次 型 ,简称 二 次 型 . 
由 于 区 ;有 具有 对 称 性 ,车 令 


ty 一 站, T < 了， 


{6.2) 


则 Za rr = a Tr Tz, C77), 于 是 (6.1) 可 以 写成 对 称 


形式 
fr Tas Ta) 


2 
二 gauzt 十 4lalra 十 … 十 aorlr 十 


aa 十 Ge x2 二 和 十 casraxzr 十 "十 


dain 二 QZ 十 十 En 


na 


= Dr ant ur t+ mrn) 


ne 四 n r 
一 > I > Ls > > nT) 
上 1=1 +=]1 


r= 1 


(6,3) 
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Gil 二 dz2T2 十 和 十 En | 


da Tl 二 dzz Tae 二 "二 dso, 


dn sae 十 和 十 全 rn 
站 


a U2 Ua 加 


二 一 ‘Tl ye 。 。 > » = xX Ar, (6,.4) 


nl Hn nn | ,| 
其 中 :rr 一 (rrreoro) 一 (as 并 称 4 为 二 次 型 66. 3) 对 
应 的 抵 阵 . 对 于 任意 一 个 二 次 型 (46. 1) ,总 可 以 通过 (6. 2) ,使 其 写 
成 对 称 形 式 (6.3) ,并 对 应 于 和 邱 阵 4. 由 16. 22 知 .A 为 对 称 什 阵 , 又 
苦 和 ,有 下 为 可 阶 对 称 方 阵 , 且 
Fira rs) 一 wyY = x'Br, 

则 必 友 站 = Bt 证 明 留 作 练 习 ). 因此 二 次 型 划 它 的 答 阵 是 相 亚 唯一 - 
确定 的 . 所 以 ,研究 二 次 型 的 性 质 转 化 为 研究 4 所 具有 的 性 质 . 

例 1 设 FTrytavs 一 2 十 2 2zXa 十 4zret + 
十 57i ,加 它 的 矩阵 次 


IO0 2 0 5j 
一 个 二 次 型 x'Ax 也 可 看 成 2 维 向 量 a 的 一 个 图 数 , 即 
fa =xAr 
其 中 x 二 Cr yr 9.51)， 旦 a 在 尽 " 的 -- 纪 忒 下 的 坐标 向 量 . 所 以 
二 次 型 x'Ax 是 向 节 a 的 ”个 坐标 的 二 次 齐 次 函数 .因此 二 次 型 作 
为 nn 维 向 起 a 的 画 数 , 它 的 失 轩 是 与 一 组 基 相 刁 系 的 . 
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如 果 # 维 向 量 a 在 两 组 基 {1el ,es .we 和 上 要 区) 下 


的 坐标 向 其 分 别 鸭 

X= [Xl se sr Te) 和 了 一 Cy "Ya sd, 
这 《可 人 CE 
于 是 


= Cy, 
(其 中 变换 矩阵 C 是 可 逆 和 矩阵 》, 如 此 则 有 二 次 型 
Fa) = xiAr = y CAC}y, 
即 二 次 型 fla ) 在 两 组 基 {e1 ,es，…' ee 和 fs) 下 所 对 
应 的 矩阵 分 别 为 


入 和 ac， 
其 中 CaC 仍 是 对 称 阵 ,六 CCC)7 是 yo 的 一 个 二 
次 型 . 
例 2 设 向 量 a 在 自然 基 {#; ,8;} 下 的 坐标 (ci:z;2" 满足 方程 
5zx1 二 5x? 一 6rizs 一 4 二 
如 果 伏 枯 变 换 ,将 si 和 sz 闭 时 针 旋 转 45 变 为 如 和 家， 即 
cos45” 一 sin45”， 
人 ‘0 (mas cos45°) © 
则 a 在 基 {n; 训 ) 下 的 坐标 (yi ;yz) "满足 
Ll cosd45" 一 sin43" 1 
本 加 加 (ac 2 一 人 9 多 
钙 式 可 用 和 些 阵 形式 表示 为 
xT4r 一 | : ) | 
一 3 5/ ,Xp 


将 回 式 代 人 上 式 得 
x Ar 一 CT ACyY 
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.到 Va 
2 21r 5 一 3 2 2 V1 
— {yy | ) 
-3 5 | 
2 2 2 2 
2 0 Hl 2 2 
= (0 | | 一 
即 
1] 3 
十 2 一 EY 


这 样 , 我 们 就 把 方程 中 化 成 了 在 基 
{ni 7 ) 的 党 标 系 下 的 标准 方程 由 ， 
它 的 图 形 是 一 个 椭圆 ( 图 6. 1). 
把 一 般 的 二 次 型 f(x rs，…， 
Tn) 化 为 Di Mes Ys 的 纯 平方 项 
之 代数 和 (简称 平方 和 ) 的 基本 方法 
是 做 坐标 变换 (或 说 非 退 化 的 线性 
变换 ， 图 6.1 
T= Cy 
其 中 C 为 可 道 矩 阵 ,使 
TaAr 一 TTCTACY = dy 二 + 二 dy. 
这 个 基本 阿 题 , 从 矩阵 的 角度 来 说 ,就 是 对 于 一 个 实 对 称 和 矩阵 
及, 寻找 一 个 可 逆 秆 阵 C, 使 得 CTAC 成 为 对 角形 ， 
定义 6.2 对 于 英 个 矩阵 4 和 BB, 如 果 存 在 可 乾 和 矩阵 C, 使 得 
CTAC 一 上 B ,就 称 44 合同 (或 相 台 ) 于 瑟 , 记 做 4 一 有 
由 定义 容易 证 明 , 窒 阵 之 间 的 合同 关系 也 上 共有 上 反 身 性 ,对 称 性 
和 传递 性 . 由 于 合同 关系 有 对 称 性 ,所 以 全 国 于 BB, 也 说 成 息 与 
8B 是 合 回 的 ,或 4, 吾 是 合同 矩阵 . 
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6.2 化 次 型 为 标准 形 


本 节 讨 论 的 问题 是 ; 如 何 通 过 举 标 姿 换 x = 二 上 :把 二 次 型 
TA 的 平 广 和 dy 1 
du 十 十 dy。 我 们 把 含 平方 项 而 相合 湿 全 项 的 二 次 型 秘 为 


标准 的 二 次 型 . 如 盯 一 个 二 次 型 xx 一 》) >) evrizi ,通过 坐标 
: J: | 


变换 x 一 Cy; 化 成 了 Dd 我 们 就 称 它 为 二 深 型 x'Ax 的 标 
淮 型 . 

化 二 次 型 为 标准 型 ,就 是 对 实 对 称 定 阵 4, 寻找 可 道 阵 忆 ;使 
OC" AC 成 为 对 角 和 矩阵 . 

下 面 介绍 下 各 化 三 次 地 为 杯 淮 形 的 方法 ; 计 证 其 任何 洋 对 称 
算 阵 4 ,一 定 存 在 可 道具 阵 C. 使 CAC 为 对 角 窍 阵 . 


6.2.1 正 交 变换 法 


在 5.3 和 节 中 进 过 ,对 于 任 一 个 nn 阶 实 对 称 答 阵 雪 ,一定 在 在 不 
变 矩 阵 双 ,使 得 和 '4Q 一 .由 丁 人 1 ,所 以 有 
QO AO 一 diagfA Ms se A, ). 
因此 ,对 于 任 一 个 二 次 型 f(z yoy) 二 xX! 六 x, 有 下 面 的 重要 
定理 . 
定理 6. 1{ 主 轴 定 理 ) 对 于 插 一 个 关 匹 一 次 型 
flrs i) x AY. 
存在 正 交 变换 x 一 8y( 旭 为 nz 阶 正 交 矩阵 ,使 得 
x A = yO AG = UWAad A (6.5) 
其 中 以 ,A hr 是 实 对 称 征 阵 和 的 ?= 个 特征 值 ,@Q 的 #4 个 列 向 其 
aaszyas 是 4 对 应 于 特征 值 a ,4;,…, 的 标准 正 交 特 往 
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和 间 些 . 

例 1 用 下 交 变 换 法 ,将 二 次 型 Art, rayzrs) 一 2x1 十 5 十 
Br3 十 47r Te 一 4 | — Brs 四 化 成 标准 形 . 

解 ” 二 次 型 对 应 乔 阵 为 


1 2 2 一 ? 
A 2 5 一 4|， 
一 2 -1 5| 


其 特征 和 多项式 
1 好 一 4 一 总 一 1 一 10)， 


入 的 特征 值 A 二 1 + 一 1 由 二 |0. 由 线性 方程 组 


一 1 一 2 2 攻 0 
= 一 4 4|iz| 一 | |， 
2 4 一 4 加 0 
和 
8 一 2 2112 Io 
一 了 5 4 |rz| 一 10|， 
2 4 Dj |x 0 


分 别 求 得 对 应 六 .: 一 1 的 线性 无 关 特 征 向 量 
Xi Oo 0 x 一 (2.0,1)7， 
和 二 10 的 特征 向 巧 
xr: = (1,2,— 2)!, 
对 x ,x。 用 施 密 特 正 交 人 化 方法 得 总 ,&, ,再 将 x; 单位 化 为 ， 
其 中 : 
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2Y5 2Y5 1 
5 15 3 
i w5 4w5 2 
La CE ,EE ,Es ) 5 15 3 + 
5 2 
9 了 一 
则 QA0 = OAQ 一 diagfl,1,10). 


令 x 二 (zr swe yx) yp 二 (yioye 1Y3) ; 微 正 交 变换 x 二 Qy; 原 二 次 
型 就 化 成 标准 形 
4 = y (OA)y = yi 二 10y4. 
我 们 可 以 第 这 个 合子 一 个 于 何 解释 . 对 在 自然 坐标 系 ( 基 》 
telvegsies) 下 的 二 次 曲面 
27x7 十 52z3 十 Se 十 4zra 一 4zrzy 一 8xzrza 一 工 ， 
若 将 坐标 系 {e 1,8; ,83} 变 挽 为 另 ~- 直 骨 坐 标 系 


28 
2v5 5 1 
5 ” 3 
癌 4v5 2 
志 ! 二 3 » 呈 ; 一 T5 性 号 ; 一 3 | 
J 
后 2| 
。 了 | 
即 
_2W5 2Y5 1 
3 15 3 
[| 一 (EE, :Es 本 总 4 5 , 
并 二 
2 3 3 


则 在 坐标 系 1E es ,6 下 ,二 次 曲面 启程 为 
十 广 十 10y 二 1， 
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由 解析 几 可 知 ， 和 和 


1 
1,1, ， 
为 - 志 :与 特征 值 的 关系 为 TT" . 特征 值 的 符 


导 则 拟定 了 二 次 曲面 的 闫 型 
“ 倒 2 将 一 般 二 次 曲面 方程 
I —2y 二 102 28ry — By + 202r 一 267 十 
32y 十 28z 一 38 一 0 OD 
化 为 标准 方程 (只 含 纯 平 方 项 和 常数 项 的 方程 ). 
和 解 ” 首 先 将 中 式 中 的 二 次 型 部 分 
To— 2y T1028ry 一 8 十 20zr， 加 
采用 类 似 例 1 的 正 交 变换 法 ,通过 求 四 式 对 应 矩阵 4 的 特征 值 和 
特征 向 量 , 并 对 特征 向 量 进 行 施 密 特 正 交 化 , 则 可 得 一 止 交 短 阵 


wo wy ws 


好 

| 
wy ws wo 
wr we wy 


使 得 Q7AQ 二 diag (9, 18, 一 18). 做 正 交 变换 x = Qy, x 一 
(CryyzT sy 一 Cx oy <7, 代 人 人 @ 式 x 六 x. 得 


xAx ~—y (QO AQ)y 


9 oO Ol iz 
一 (Ce sy 2 |0 18 Of ly’ 
0 0 —18||z’ 


一 9z2 十 18w7 — 18z'. 


册 令 *x 一 公 7f， 即 
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下 总 站 2 四 | 4 由 1 6 中 38 
7 3 377 3 9 一 0， 

配方 得 

(一 二) +2(y + 计 ) -2(*+$) =1  @ 
骨 令 

+ 加 
将 辐 代 大片 程 由 ,得 曲面 方程 吕 的 标准 廊 程 

2y :22 1, 加 

故 方程 的 图 形 为 单 叶 双 曲面 . 


例 2 中 心 式 是 曲面 在 空间 直角 学 标 系 Oxyz 下 的 方程 ,方程 
中 的 工 ,y,z 是 空间 向 量 ( 即 空间 点 ?在 自然 基 {1ei,ez'*es} 下 的 坐 
标 . 当 基 {1el eryes 变换 为 [2 Es 8Es) ;由 


人 


8 一 (到 ,… 一 读 ) 
时 ,坐标 向 量 x 一 Cf,3,z)T 变换 为 y 一 (x ,y ,zx ,二 者 的 关系 
即 为 正 交 变换 x 一 Qy. 因此 中 式 是 曲面 在 基 { ,&, ,#3}; 下 的 坐标 
方程 . 品 式 表示 平移 塞 换 ( 不 是 线性 变换 ,请 读者 证 明 } ,就 得 到 了 了 
曲面 在 空间 坐标 系 Or yx 下 的 标准 方程 四. 新 坐标 系 的 原点 O” 
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在 坐标 条 Dr'y'z' 下 的 坐标 为 | 本 .一 二 .一 下) ,在 站 ryz 的 坐标 
沪 ( 一 1],1,0)1. | 
具 本 删 中 可 以 看 出 . 当 二 次 曲面 的 中 心 与 坐标 原点 重合 时 .总 
可 以 通过 正光 变换 将 其 化 成 标准 形 , 对 中 心 不 在 佳 标 原 点 的 二 次 
曲面 ,可 以 通过 一 个 开交 变换 和 一 个 平 禾 变换 使 其 成 为 标 淮 形 . 
“6.2.2 配方 法 和 初等 变换 法 
?元 二 次 型 也 可 以 通过 一般 的 坐标 变换 x= 一 Cy 化 为 标准 形 ， 


即 
x Ar = yO ACy= dy 二 "二 dy. 
即 对 任 一 个 实 对 称 和 矩阵 4, 部 存在 变换 托 阵 CC, 使 得 
CITAC = diag(di yd)， 

其 中 的 dd ,sq 一般 不 是 丰 的 特征 值 , 第 阵 C 的 列 向 量 一 般 也 
不 是 4 的 特征 向 量 . 

这 里 常用 的 方法 是 “配方 法 ” 利 “ 官 等 变换 法 ”. 下面 .我 们 通过 
例题 介绍 这 两 种 方法 ， 

例 3 用 配方 法 把 三 元 二 次 型 

fr re rts) = 2 好 十 3z 十 要 十 4rzaz 一 4717) 一 Bx (VD 
化 为 标准 形 ,并 求 所 用 的 坐标 变换 x 二 Cy 及 变换 给 阵 C. 

解 ” 先 按 zf 及 含有 zz! 的 泥 合 项 配 成 完全 平方 ,县 

Fr Ter) =2L ?| 2x1 tra — rs) t+ Cr — c4) 


1 
2 |] 2 | 
2 (Xs ,了 ) T B72 Li 名 .rz 4 


=?(7) | Ts Oo TT) i 
在 上 式 中 ,再 按 形 一 4zzzts 配 成 完全 平方 ,于 是 
Fr rayzs = 2 二 TO 十 Cr 一 2 一 37. 加 


令 


268 第 6 章 二 次 型 


V1 二 TI 十 ZT 一 Xi， 
: 一 2 一 了 ra， 全 
-9 一 3 
将 @ 式 代入 加 式 ,得 二 次 型 的 标准 形 
fx ,Ta sa 一 2 3 一 53 0 
从 加 式 中 解 出 TL sa rT ,得 
并 | 1 一 1 一 11fw 
Tez 1 一 | 1 211yz |. 人 
Ta D 0 li ly 


辐 式 是 化 二 次 型 中 为 其 标准 形 避 所 做 的 坐标 变换 x 一 Cy( 其 中 变 
换 和 矩阵 CC 是 凶 式 中 的 三 阶 和 矩阵 )， 

对 于 一 般 的 元 二 次 弄 了 Cr ;Ta Ta) ;如 果 xi 的 系数 不 
为 零 ,一 般 都 可 像 例 3 那样 将 其 化 为 标准 形 - 如 果 zi 的 系数 为 零 ， 
而 六 的 系数 不 为 雷 , 配 方 可 先 从 zx; 开始 .如果 所 有 平方 项 的 系数 
全 为 零 ,二 次 型 中 只 含混 合 项 ,此 时 可 按 下 面 俩 4 的 方法 ,将 其 化 
为 标准 形 . 

例 4 用 配方 法 化 二 次 型 fri yz vx) 二 271zs 十 4x1Xxi 为 标 
准 形 ,并 求 所 做 的 坐标 变换 . 

解困 为 二 次 型 中 没有 平方 项 ,无 法 配方 ,所 以 先 僵 一 个 坐标 
变换 ,使 其 出 现 平 方 项 ,根据 ziz, ,利用 平方 差 公式 , 令 

XI 一 3 十 3 

二 OD 

Ta 一 Ya 

将 卫 式 代 大 二 次 型 ,得 
TayTs) 一 2 十 加 ya 二 4 Cy 二 Ye) ys 
一 231 2% 二 4y1ys 十 生 yz33， 

再 用 例 3 中 的 配方 法 , 先 对 会 所 的 项 配 完 全 平方 ,然后 对 会 ys 的 
项 配 完全 平方 ,得 到 
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lx ?证 2 3 —2(Cyi t 2 Ys +) -一 2 一 2 二 ys ys 


=2(y | Ya) — ZY 一 区] 多 
2 一 91 十 3a， 
令 ga 一 YO Ys 
| 一 934。 
加 一 gl 一 
即 4 = Er Ys 地 
Va 一 a, 
将 国 式 代入 加 式 . 二 次 型 frrsy zs 就 化 成 了 标准 形 , 即 
Flxiyr ror) = 2r1 — Zr2. 地 


这 里 把 二 次 型 2rlra 十 二 zizs 化 成 标准 有 形 2z7 一 2 :做 了 加 式 
和 人 鲜 式 所 示 的 两 次 坐标 变换 ,把 它们 分 别 记 做 
YY 一 和 y= Cr, 


其 中 
1 1 9 [i 0 一 1 
C=| li 1 0, C= 1 1 二 
0 01 00 1 


第 一 【193 Xa}, J 二 Cy] Yes Ya), 了 一 (gl CR ys 


于 是 x 一 (GCz)z 就 是 二 次 型 化 成 鳃 式 标准 形 所 做 的 坐标 变换 ,其 
中 变换 矩阵 


“1 1 0 
C= 人 C0 = 1 1 2 | . 
涪 0 1 


这 里 原 二 次 型 2 1Ta tr Ts 及 其 标准 形 221 — 222 所 对 应 的 
矩阵 ,分 别 是 
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读者 不 难 验 证 ,CTIACdiag(2, 一 2,0). 

按 便 3, 例 4 提供 的 方法 .任何 地 元 二 次 型 都 可 用 配方 法 化 为 
标准 形 ,相应 的 空 换 短 阵 为 主 对 元 为 1 的 上 王 角 和 矩阵 和 例 4 中 国 
式 类 型 的 对 角 块 矩阵 C ,或 者 是 这 两 类 第 阵 的 乘积 , 

任 一 个 二 阶 实 对 称 和 矩阵 4 , 也 都 可 以 通过 一 系列 相同 类 型 的 
初等 行 . 询 变 换 化 成 其 合同 标准 形 ( 对 角形 第 阵 ). 所 谓 相 同类 型 的 
初等 行 . 列 变换 , 指 的 是 : 

(1 如 果 用 倍加 初等 阵 ,器 乘 4( 即 将 四 的 第 i 列 飞 加 
到 第 j 列 ), 邦 么 相应 地 也 用 本 (Ce 一 已 ,Co 左 匀 A({ 即 将 列 变换 后 
的 4 的 第 # 行 乘 c 加 到 第 i 行 ). 变换 后 的 从 阵 ET te)AE,, (c) 仍 是 
对 称 和 矩阵 . 

(2) 如 果 用 瑟 (O) 右 乘 四 , 则 也 用 EL C0) 二 ,tc) 左 乘 刀 , 即 4 
的 第 i 列 和 第 i 行 都 滋 非 零 常数 c( 其 中 元 素 &., 乘 c) ,显然 Ei (ec) 
AE,tc) 仍 是 对 称 什 阵 . 

(3) 如 果 用 五, 右 瑟 生 , 则 也 用 瑟 , 一 五 , 左 乘 4, 即 4 的 第 ; 列 
与 第 i 列 对 换 , 列 变换 后 的 4 的 第 i 行 与 第 j 行 也 对 换 , 如 此 所 得 
的 EE5AE,, 也 是 对 称 什 阵 . 

对 于 一 个 # 阶 实 对 称 窍 阵 和 A — {eo jxns 

01) 如 果 au 天 0 由 于 au 一 ct 一 1,2. 2) 因此 对 和 做 相 
辣 的 倍加 行 . 列 变 换 , 可 将 第 1 行 与 第 1 列 的 其 他 元 素 全 化 为 


其 中 4 是 2 一 1 阶 实 对 称 窍 阵 . 

(2) 胡 果 a 二 0, 但 存在 a., 关 0. 此 时 . 先 将 第 1 列 与 第 ; 列 对 
换 , 再 将 第 1 行 与 第 : 行 允 换 , 这 样 ,a., 就 换 到 了 第 1 行 .第 1 列 的 
万 置 .如 此 就 化 方 上 面 (1) 的 情况 ， 

(3) 如 果 主 对 角 元 a.. 全 为 堆 , 但 必 丰 在 a, 天 0, 此 时 , 先 将 第 闻 
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列 加 到 第 7 侧 , 再 将 第 了 7 行 如 到 第 i 行 ,这 样 ,第 i 行 . 第 i 列 元 素 
就 化 为 2a,, 关 0, 如 此 就 化 为 上 面 (2} 的 捕 沉 . 
这 样 ,我 们 就 可 用 数学 归纳 法 证 明 下 面 的 定理 (其 证 明 留 给 有 
兴趣 的 读者 作为 练习 ). 
定理 6.2 对 任 一 个 2 阶 实 对 称 和 抢 阵 和, 都 存在 可 逆 和 矩阵 C， 
使 得 
CAC = diagldi .dz ,rr sd,). C6.6) 
证 明 叶 ,要 利用 第 2 章 定 理 2.4 的 推论 1 ,任何 可 道 矩 阵 可 以 
表示 为 一 系列 初等 扎 阵 (下 ,krc) :下 (cy 的 乘积 . 即 C= PP;… 
P.! 其 中 Pi.P, ,~ ,P, 均 为 审 等 插 阵 ) ,于 时 只 要 证 明 ,存在 PP, 
P,,…"*,P, ,使 得 
PlAPIPIAP PP, =— diagld) ds 3" yd,). 《6.7) 
也 就 是 只 要 证 明 . 尘 实 对 称 第 阵 丰 做 一 系列 相同 类 型 的 初等 行 、 
列 变 搞 ,可 将 4 化 为 对 角 乞 阵 . 
岂 (6.7) 式 可 见 , 用 初等 变换 法 ,将 实 对 称 年 阵 和 合同 变换 为 
对 角 短 阵 ; 即 


CC = diagtdy ds ed， 
其 变换 矩阵 
CPP,..P, ~ IP P..:-P, (6.8) 
因此 ,将 施肥 村 息 询 列 变 措 { 即 右 冬 初等 矩阵 P,P ,… ,Pi) 同 时 
施加 于 单位 阵 开 当 4 蛮 为 对 角 阵 时 ,就 变 为 变换 扯 阵 必 ， 
例 5 用 初等 变 摘 法 将 例 1 中 的 二 次 型 


2 2 一 了 1 12 
Fir Tr) — (xl Te ts) 2 5 —44|11x 
[一 2 一 1 | Ts 


化 为 标准 形 ,并 求 所 做 的 坐标 变换 x 一 Cy. 
解 下 面 的 变换 中 , 符 导 [去 示 第 列 , 符 切中 表示 第 : 行 . 
12] 十 [1jXx( 一 了 胡 示 在 第 2 州 上 加 第 1 列 有 (一 1 
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2 2 —2 2 0 0 
2 5 一 4 2 
- [2]+ilxt—1) 3 2 
' 有 A 一 2 一 4 5 [31+ [1] 一 2 一 2 3 
了 1 0 0 [ 纪 十 站 X( 一 1 1 —1 1 
[3 上 
0 1 0 0 1 0 
0 0 1 0 0 1 
2 0 0 
2 0 0 , |0 3 9 
31 十 [21x -3 
行 变换 0 3 一 | | ,5 
加 二 呈 xX( 一 1) 2 
命 二 个 0 2 3| B+tOxT |] 3 
不 变换 1 一 1 1 tx2 |! -1 可 
0 1 0 。 2 
0 0 1 3 
0 0 1 


在 
-te 
上 述 进程 是 对 入微 一 系列 同样 类 型 的 初等 行 . 列 变换 ,将 竺 
化 成 了 对 角 阵 4 ,对 单位 短 阵 了 工 只 做 同样 的 列 变换 ,不 做 行 变换 ， 
巾 工 就 变 成 了 变换 矩阵 CCC 就 是 一 系列 初等 列 变换 对 应 的 初等 
插 阵 的 乘积 ) ,上面 的 变换 可 用 分 其 矩阵 表示 为 
人 0 A CAC 各 
(。 jc C (ce) 
于 是 ,做 坐标 变换 x 一 Cy, 原 二 次 型 x 4xr 就 变换 为 标准 形 
yOCACY 一 了 4 一 2 二 十 导 叶 ， 


例 在 用 初 等 变 搞 法 将 例 4 的 Fix + Ts 9 XI) = LX Tz | dr Xs 
化 为 标准 形 ,并 求 所 做 的 坐标 变换 x 二 Cy. 
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站 1 21 [x 
解 zzryzr)=: frlszrzyz)ll 0 0|| zs 
2 0 0||lx: 
用 例 5 相同 的 记号 [让 和 田 , 则 初等 变换 可 以 写成 
0 1 2 2 1 2 
1 0 0| 1 0 0 
[1] + [2] 
A 2 0 0| mr@ 2 0 0 
it 0 0 +r |1 0 0 
6 10 1 1 0 
0 0 1 00 1 
2 0 2 
1 
[J+[1Jx (一 于) Tz 了 
入 +@x (一 王 ) |2 1 
一 一 一 一 一 
[二 IIx( 一 到 和 一 也 0 
1 序 0 
0 0 1 
2 0 0 
0 一 亏 -1 
[3] 上 [xD lo 1 3? 
图 十 由 x( 一 1 | 
TCD 1 一 子 一 1 
1 
1 > -1 
.0 0 1 
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“ 0 0: 
J 
a 一 一 [ 
了 | 
L3|1 十 L2 x (一 2 i 0 0 
D+ Dx (2) ~ A] 
To 1 = | 一 | 
-3 +[2] x (—2) ] 3 1 cl] 
1 
1 5 -2! 
0 0 1 
于 是 ,做 坐标 变换 x*= 一 Gy ,其 中 
1 
| 一 方 "| 
《一 | 1 2 
2 
0 站 | 


则 二 次 型 f(x ,x; ,zi) 化 为 标准 形 
fr rT rT) 一 YE oy (CACYy = yAy 


: 1 ， 
2 一 洒 - 


二 演 型 


从 例 1 和 例 5. 例 + 和 例 6 的 两 种 解法 ,我 们 可 以 看 到 ,用 不 
同 的 坐标 变换 化 二 次 型 为 标准 形 ,其 标准 形 一 般 是 不 辣 的 ,这 个 事 
实 下 次 表明 ,作为 ” 维 向 量 咕 数 的 二 次 型 , 它 在 不 同 基 下 的 坐标 表 
不 式 tn 个 坐标 的 二 次 齐 次 多 项 式 ) 一 般 是 不 同 的 , 然而 .在 同一 个 
二 次 型 所 化 成 的 不 同 的 标准 形 中 ,正平 方 项 的 项 数 和 人 负 平 方 项 的 
项 数 是 不 变 的 , 如 例 1 和 例 5 中 都 是 三 个 正平 方 项 , 例 + 和 例 6 中 
部 是 一 个 正 、 负 和 和 零 平 方 项 . 这 不 足 偶 然 的 巧合 ,而 是 必然 的 结果 ， 


下 -~- 节 将 给 以 证 明 ， 
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“6.3 惯性 定理 和 二 次 型 的 规范 形 


定理 6.3( 惯 性 定理 } 对 于 - -个 4 元 二 次 型 x1&x, 不 论 做 怎 
样 的 坐标 变换 使 之 化 为 标准 形 ,其 中 正平 方 项 的 项 数 p 和 负 平 方 
项 的 项 数 4 都 是 叭 一 确定 的 . 或 者 说 ,对 于 一 个 阶 实 对 称 和 矩阵 
各 ,不 论 取 怎样 的 可 道生 阵 C, 只 要 使 
dl 


CAC = 


避 

dd >0 0 一 1 2 … 轧 二 9)， 户 十 as 成立 , 则 声 有 9 是 由 生 唯一 确 
定 的 . 

“证 由 于 秩 (4) 一 秩 4CI4AC) 一 户 +9 折 以 户 19 由 盘 的 秩 唯 
一 确定 .因此 ,只 需 证 明 pp 由 和 态 唯一 确定 . 

设 记 十 9 二 TC) 二 7,; 二 次 才 f 一 x'Ax 经 坐标 变换 

: x=By 和 x= Cz oD 

都 可 化 成 标准 形 ,其 标准 形 分 别 为 


f=by by 


六 一 口 虹 十 ce 时 十 人 十 cg eeu" ct, 号 
式 加 ,加 中 访 守 01 站 0 (1 二 1 ,121 yr), 
要 证 正平 方 项 的 项 数 唯 一 确定 , 妈 证 六 一 上 
用 反 证 法 .假设 记 六 4, 由 全, 二 可 得 
fF =v by hy 十 一 
pt yprl — by? 
一 时 十 二 Cx 一 Cn 
ce | Cp zr. 二 
由 中 式 得 z 一 C 了 【5 记 瑟 =C 'B),z 一 Dy, 即 
[*1 = dny 二 diay: TT dyss 


ET 


za 一 da yd da ys + dan yr 
为 了 从 凶 式 中 找到 了 矛盾 ,我 们 令 2 一 x2 二 下 二 2 一 0， 
yotlt 一 一 3 一 0, 理 利用 岛 式 ,得 到 yi ;ys 1… ,ys 的 线性 方程 组 
duiyt hays dy Co 0 


CET 


齐 次 线性 方程 组 四 有 = 个 未 知 量 ,但 方程 个 数 一 上 十 (2 一 一半 
(p 一 让 之 n; 故 必 有 非 零 解 .由 于 yp 一 人 一 因 二 0 所 以 全 的 非 零 
解 中 Vir Vr rp 不 全 为 霍 ; 忆 入 中 式 得 

二 时 十 如 六 十 十 By 十 呈 十 Byp 二 0. DD 
将 全 的 非 零 解 代入 加 式 得 到 ,zz -组 值 (这 时 
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zl 二 zs 二 "一 一 之 一 0) ; 特 它 们 代 信 号 式 , 肥 得 
了 一 一 co 一 人 ee 一 一 0 ® 

显然 ,四 ,加 是 矛盾 的 , 碘 假 设 的 p 半 t 不 能 成 立 . 

同 理 可 证 pF 过 + 也 不 成 立 , 故 产 = 上 这 就 证 明了 二 次 型 的 标准 
形 中 ,正平 方 项 的 项 数 与 所 做 的 非 退 化 线性 变换 无 关 , 它 是 由 二 次 
型 本 身 ! 或 者 说 二 次 型 矩阵 六) 所 确定 的 , 由 于 4 一 r( 4) 一 疡 ,所 以 4 
也 是 由 4 叭 一 确定 竟 . 面 

定义 6.3 二 次 型 x*"Ax( 所 化 成 ) 的 标准 形 中 ,正平 方 项 的 项 
数 ( 即 与 合同 的 对 角 阵 中 正 对 角 元 的 个 数 ), 称 为 二 次 型 (或 A) 
的 正 惯性 指数 ;人 负 平 方 项 的 项 数 ( 即 与 4 合同 的 对 角 阵 中 人 负 对 角 
元 的 个 数 ) , 称 为 二 次 型 (或 4) 的 负 屋 性 指数 : 正 . 负 民 性 指数 的 凑 
称 为 符号 辩 ; 矩 阵 4 的 秩 也 称 为 二 次 型 x 4x 的 秩 . 

2 和 阶 实 对 称 矩 阵 4 的 秩 为 7, 正 惯性 指数 为 p; 则 人 负 层 性 指数 
9 二 "一 ,符号 差 p 一 g 一 2 一 r, 与 太 合 同 的 对 角 阵 的 零 对 角 元 个 


数 汲 天 一 六 
由 惯性 定理 可 得 下 面 的 推论 . 
推论 设 4 为 二 阶 实 对 称 和 矩阵 , 若 和 的 正 . 负 惯性 指数 分 别 
为 pz 和 &; 则 
A diag(lree ls — 1 — L100), (6. 9) 


其 中 1 甩 个 ,一 1 有 a 个 ,0 有 ?一 ( 户 十 打 个 . 

或 者 说 ,对 于 二 次 型 x"Ax, 存 在 坐标 变换 x 二 Cy, 使 得 

x AX = 十 十 3 一 VY 一 ype 《6. 10》 

并 把 56. 10? 式 右 端 的 二 放 型 称 为 zx 4x 的 规范 形 ; 把 (6.9) 式 中 的 
对 前 和 矩 阵 称 为 4 的 合同 规范 形 . 

证 ”根据 定理 6. 2 及 惯性 定理 ,存在 可 逆 窍 阵 C ,使 得 

CAC! = diagtdi rs" dps — dppi9rs — dpra O00), 
其 中 如 人 0 (i 一 1 . 记 ;P 十 1,…,P 十 ). 取 可 六 入 阵 
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c di ( 1 _ 1 1 1 ] 1) 

0 二 可 [8 sy + 4 Le" 

Vad Vd Mdm Wd 

则 二 GC; ,并 有 
[ve 


其 中 二 1 分 别 有 也, 个 ,0 有 nn 一 必 十 9) 个 , 

取信 二 吕 Czrt6,9) 式 的 右 端 二 避 AC; 取 x 一 Cy(C 可逆， 
《6. 10) 式 就 成 立 . [ 

如 果 两 个 nn 阶 实 对 称 矩 阵 起 ,B 合同 ,我 们 也 称 它 们 对 应 的 二 
次 型 x'Ax 和 yy By 合同 . 

根据 以 上 的 结果 ,读者 不 难 证 明 以 下 的 结论 . 

{i 两 个 实 对 称 甜 阵 和 4,8 合同 的 充 要 条 件 是 起,B8 有 相同 的 
正 惯 性 指数 和 相同 的 负 惯 性 指数 . 

CD 全 体 n 阶 实 对 称 矩 阵 , 按 其 合同 规范 形 ( 不 考虑 十 1 ,一 1， 


0 的 排列 次 序 ) 分 类 ,共有 中 和 类 . 


6.4 正定 二 次 型 和 正定 矩阵 


元 正定 三 次 型 是 正 惯性 指数 为 x 前 二 次 型 ,n 阶 正定 矩阵 是 

正 惯性 指数 为 wn 的 实 对 称 答 阵 , 它 们 在 工程 技术 和 最 优化 等 问题 
中 有 着 广泛 前 应 用 . 现在 我 们 从 二 元 函数 极 什 点 的 判别 问题 ,引入 
二 次 型 正定 的 概念 ,例如 ,对 于 

firsy) = 2x dry Sv, OD 
易 知 : (60,0) = 二 0, 启 (0,0) 二 (0.,0)=0, 所 以 原点 DC0,0) 是 
zy 的 驻 点 . 由 

flrsy) 一 2 十 3 和 2 十 3 冤 ， 
又 可 知 , 当 xz,y 不 全 为 零 , 即 a 一 43) 关 0 时 ,ftx,y) 恒 大 于 零 ， 
所 以 CC0,0) 是 fzI,y) 的 极 小 值 点 . 这 里 的 二 次 型 中 就 是 本 节 要 
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讨论 的 正定 二 次 型 . 再 如 ， 
Flxsy) = 4 dry 二 2rsingt Sysinys (DD 
易 知 ;FC(0,0)==4， C0,0) 二 下 (0,0) 二 0. 因此 原点 上 Ot0,0) 是 
F(z, 妇 的 驻 点 .在 多 元 函数 微分 学 中 讲 过 ,要 判别 原点 O(0,0) 是 
否 是 F(zyy) 的 极 值 点 ,要 将 F(x, 六 在 原点 处 形成 -- 阶 泰勒 公式 
下 (zsy) 一 FEC007 FOO FC0,0) y+ 


HFS 00 + FS C0,0) xy + FY (C0,0) yx 


F007y | 十 olx: 十 六 )， 
其 中 otz! 一 y ) 是 比 妆 十 x 高 阶 的 无 穷 小 量 . 经 过 计算 可 得 
F000) = 4, 了 00) = FL (0,0) = 4， 
F” (0,0) = 10. 
于 是 
Flrry)y = 4 二 (27 二 dry+t+ 5y ) 二 olr cy ). 
因此 ,判别 F(0,0)7 一 4 是 否 是 F(x,y) 的 极 小 (大 } 值 ,就 是 要 判 
别 , 在 原点 .0,0) 的 某 个 邻 域 内 
(2z2 十 4zy + 5y) -tor . y), 

是 否 恒 正 ( 负 ). 而 上 式 of(z 十 史 ) 昨 比 妆 十 天 高 阶 的 无 穷 小 量 , 故 
上 式 的 正 负 号 取决 于 2x 十 4zy 十 5y? 的 正 负 号 , 根据 前 面 对 全 式 
的 讨论 ,可 知 原点 QC(0,0) 也 是 人 @ 中 函数 FCx,y) 的 极 小 值 点 . 

对 于 一 般 的 # 元 烽 数 ,其 驻 点 是 否 为 极 值 点 的 问题 ,需要 讨论 
一 个 元 二 深 型 是 否 恒 正 . 恒 负 的 问题 ,这 就 是 二 次 型 是 否 正 定 、 
焦 定 的 间 题 . 现在 我 们 先 讨论 正定 二 次 型 . 

定义 6.4 如 果 对 于 任意 的 非 零 向 量 一 (zzay，ezo) 
民有 


Yar = XAr > 0， (6.11) 
上 


:=1 J 


就 称 x'Ax 为 正定 二 次 型 , 称 和 为 正定 和 矩阵. 
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根据 定义 8. 4, 可 得 以 下 结论 ; 

(人 二 次 型 f(y yy 一 抽 于 十 训 江 十 十 ,yi 正定 的 
充分 必要 条 件 是 吃 人 0 (一 1,2,-…* ,11). 充分 性 是 显然 的 . 用 反 证 
法 证 必要 性 . 设 9 所 0; 肥 一 1， 和 一 0 (关门 , 代 人 二 次 型 ,得 

700 1 0 0) 一世 去 9， 
与 二 次 型 {vy V2 ,Ys) 正 定 牙 请 . 

《ii 一 个 二 次 型 wrAx, 经 过 非 退 化 线性 变 挽 x= Cy, 化 为 

.CTAC)Y ,其 正定 性 保持 不 变 . 即 当 


一 Cy 


TAY 一 CI AC)y (CC 可 对) 
时 .等 式 两 端的 二 次 型 有 相同 的 正定 性 , 这 是 因为 : 对 于 任意 的 
荐 和 D 即 (3 和 39 和, 由 于 一 CY(C 可 逆 ), 所 到 与 
相对 应 的 名 和 关 入 其 果 名 二 0, 则 一 C7 二 0, 与 加 天 0 六 盾 ), 若 
4x 正定 , 则 xxom0. 如 此 就 有 : Y ys 关 0， 
yOCTACY YY, = xi Axo > 0， 
故 yTCTAOYY 是 正定 二 次 型 . 反之 亦 然 . 
由 上 述 两 个 结论 可 见 , 一 个 二 次 型 xz4Ax( 或 实 对 称 矩 阵 A)， 
通过 坐标 变换 Y 二 Cy: 特 其 化 成 标准 形 (或 规范 形 ) 六 (CAC7T 一 


ay (或 将 4 合同 于 对 角 逢 阵 , 即 C7AC ~ A ) ,就 容易 判别 其 正 


定性 . 

就 二 次 型 的 标准 形 ( 或 规范 形 ) 来 判别 二 次 型 的 正定 性 ,有 下 
列 重要 的 结果 . 

定理 6.4 沙盘 是 #= 阶 实 对 称 和 矩阵 , 则 下 列 命题 等 价 ， 

(i) xx 是 正定 二 次 型 (或 入 是 正定 矩阵 )》， 

iii 各 的 正 惯性 莉 数 为 , 即 A 二 1; 

(ii) 存在 可 道 矩 阵 P, 使 得 A4=P'P; 

(tiv) 入 的 La 个 特征 值 4， A2 全 太 于 零 . 

定理 中 四 个 俞 题 等 价 , 其 意义 是 任 两 个 命 古都 互 为 充 要 条 件 . 
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证 明 者 于 个 命题 等 价 ,可 采用 下 列 循环 证 法 . 

证 〈D 一 (根据 定理 6.2, 对 于 4, 存在 可 首 矩 阵 万 ,使 得 

CAC = diagtdy, es 
很 设 4 的 正 惯 性 指数 二 x,; 则 至 少 存 在 一 个 & 志 9, 做 变换 x 二 Cx， 
则 
xiAr Oo= yy (CACYY = divi tdoyi tn" tt dy 

不 恒 大 于 零 ( 见 定义 6.4 后 的 结论 0)) ,上 与 命题 (i) 子 盾 , 故 #4 的 正 
惯性 指数 为 nn ,从 而 A 二 I. 

fi 一 (iiiy 由 CiAC=I(C 可 逆 ), 得 太一 (C7) 10 1 二 
CC-DTC7', 取 P=07!1, 则 有 4=P'P. 

GD 地 Civ) 设 六 x 二 罗 , 即 (PTP)x 二 六, 于 是 便 有 

xiPiPx 一 Mr BPr ,Pr) — ACr, x). 

由 于 特征 向 量 * 和 天 和 ,从 而 Px 天 0, 故 4 的 特征 值 


(Civ) 一 (iy 对 于 阶 实 对 称 第 阵 4 ,存在 正 交 年 阵 王 ,使 得 
Cra2 — digglAl Ay see sd) 
做 正 交 变 搞 x 二 Oy ,得 
x 
由 于 已 知 特征 值 4 ,hs ,… ,都 大 于 零 , 故 Ax 正定 . cE 
例 1 证明 ; 若 和 是 正定 年 阵 , 则 4 也 是 正定 矩阵 . 
证 正定 抵 阵 是 清 秩 矩阵 ,所 以 和 :是 存在 的 ,正定 矩阵 是 对 
称 垂 阵 ,可 首 对 称 年 阵 的 逆 乍 阵 仍 是 对 称 矩 阵 , 故 A 也 是 对 称 知 
阵 . 证 明 4 :正定 的 方法 很 多 . 
方法 1; 用 定义 证 . 
XA x oA 1r) {做 变换 x 二 Ay) 
一 (47 ,4 AF) 一 (4yy) = yy Ay. 
由 于 当 * 一 4y(&4 可 道 ) 时 ,xz 关 0 从 ?天 0 又 已 知 Yy 天 0, 恒 有 
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YI 和 VD 枚 站 re 全 有 xxD 因 此 和 -1 正定 . 

方法 2: 利用 定理 6.4 中 ,(D 佐 (ii). 

已 知 利 正定 ,所 以 存在 可 道 矩阵 扫 , 使 得 CAC 一 上 

将 CAC= 工 两 边 求 道 ,得 CT 4 OCT 一 下 取 DD= (C1)T， 
则 瑟 "4 'D= 二 CD 可逆 ), 故 及 ~! 正定 . 

方法 3; 利用 定理 6. 4 中 ,iD 拓 5iii>， 

各 正定 :所 以 存在 可 闭 托 阵 P, 使 得 和 = 下 PP 于 是 4 一 
PP ')' 一 $7TS (其 中 S$S=tP-') 是 可 道 答 阵 ) , 故 4 正定 ， 

方 尖 #4: 利用 定理 6. 4 中 ,所 Civ). 


根据 4&x 一 rr , 则 A-!x 二 了 x( 其 中 4 关 0), 已 知 有 的 特征 值 全 


天 于 零 , 所 以 各 “的 特征 值 也 全 大 于 零 , 故 生 正定 . | 
例 2 判断 二 次 型 
Frisre sa) 一 好 十 2z + Ir! 十 2.pla — DTT 
是 否 是 正定 二 次 型 ， 
解 ”用 配方 法 得 


Cr ,srs} ~ {Zz 2X1 2 上 x) t (Crs 2I2T3 十 3) 十 2.53 


一 (ri 十 了 入 十 (es 一 十 258 0 
等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
TI 二 2 二, 7 GOO— Xi =0. Xx = 0， 
即 zi 一 在 一 2 二 0, 故 f(z ;zo ;23) 正 定 ， 

例 3 判断 二 次 型 

Fri Ts ya 一 3z? 十 得 十 3 三 — dxixs — 1x xs 二 dro Ta 
是 否 是 正定 二 次 型 . 

解 ” 任 何 二 次 型 都 可 用 配方 法 判断 其 正定 性 ,但 此 题 配方 时 
系数 较 繁 ,所 以 可 考虑 用 特征 值 判 定 { 租 是 求 一 般 的 二 次 型 矩阵 的 
特征 值 也 不 是 容易 的 ,如 例 2 的 特征 铬 项 式 | 好 一 入 | 二 A 一 6 十 
94 一 2 需要 将 其 分 解 为 (4 一 2) (2 一 44 十 1), 得 特征 慎 4 二 2， 
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2 士 V3) ,该 二 次 型 对 应 的 矩阵 为 


3 -2 一 2 
A=|-2 1 :| 
2 2 3 
由 

42—3 2 2 
[JAA|I=| 2 A4—] 一 ? 
2 一 2 4—3 

42—1 2 2 
1 一 1 2 1 一 3 

1 -1 2 2 
+OxCD lo 1 _， 
0 一 4 0 一 5 


A D643)= 0, 

得 4 的 特征 值 : 1 一 1 一 3 十 2V3h 一 3 一 2V3<0, 所 以 4 不 是 
正定 矩阵 ,从 而 二 次 型 也 不是 正定 的 . 

此 题 由 正定 二 次 型 的 定义 也 容 易 判 定 其 非 正 定性 . 因为 当 
TI 二 1 ,Xz 一 1 一 0 时 ,二 次 型 (1.11,0) 一 0, 不 太 于 堆 . 

下 而 ,我 们 从 二 次 型 矩阵 的 子 式 , 来 判别 二 次 型 区 Ax 的 正 
定性 . 先 给 出 4 正定 的 两 个 必要 条 件 , 再 给 一 个 充分 必要 条 件 . 

定理 6.5 若 二 次 型 xT4x 正定 , 则 ; 

(i) 和 四 的 主 对 前 元 a DC 一 1 2 

(ii) 息 的 行列 式 |4| 守 0. 


证 Gi) 因为 #'4x = 了) De xi 正定 , 所 以 取 x 一 


{DO 1 sO 0) 二 三 其 中 第 个 分 旺 工 ， 一 . 岂 必 有 
XT4Y， = dx 一 人 0 一 21 
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(ii? 因为 起 正定 ,所 以 存在 可 北 答 阵 了 ,使 得 二 PP, 因 此 
[14 一 | 严 -和 PP 一 | 了 本 >>0， 

或 根据 正定 矩阵 4 的 特征 值 全 大 于 零 , 即 得 |4| 二 宙 A… 
AD 国 

定理 6.5 是 4 正定 的 令 要 条 件 , 由 该 定理 很 易 验 证 


1 2 4 5 一 3 2 
4= (2 小 B= [5 让 c=( 2 jj 
都 不 是 正定 和 矩阵 ,因为 det(4) 王 0，det(B)< 0 CC 中 ca<0. 而 
对 于 


1 2 0 0 
A 2 1 0 0 ， 
v0 0 1 2 
0 0 2 1 
昌 有 cm>0, 且 dercs)=| 2 二 9>0, 但 用 定理 6.4 可 以 验证 
〈 留 给 读者 ;4 不 是 正定 矩阵 . 
定理 6. ?元 二 次 型 x 4x 正定 的 充 要 条 件 是 和 的 二 个 顺 
序 主子 式 全 大 于 零 . 
证 设 4 一 (av* 则 
Hl dis lk 
dethy = | 
Hn as 


称 为 a 阶 算 阵 和 & 的 大 阶 帮 序 ( 或 左上 角 ) 主 于 式 . 当 庆 取 ,2,…* ,nn 
时 ,就 得 4 的 2 个 顺序 主子 式 ， 

必要 性 取 站 一 52) 洋 和 (Da 
0 天 和, 记 一 (2 0 ， 则 必 有 
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过 
TA =(x7, 0)( t (全 )= ca *)( “| 
x 0 必 


=xXiAxr > 0 
对 于 一 切 x 关 0 都 成 立 . 豆 zi ,x ,Xz 的 8 元 二 次 型 yiY 是 
正定 的 ,根据 定理 &.5, 必 有 1&1 六 0. 必要 性 得 证 . 
“充分 性 对 有 作 数 学 归纳 法 . 当 2 一 1 时 ,au 盖 09x 4 一 
au 好 0(YE 天 0) , 故 充分 性 成 立 . 假设 充分 性 对 ”一 1 元 二 次 型 
成 立 , 于 面 证 明 对 半 元 二 次 型 也 成 立 . 将 4 分 块 表示 为 


六 
总 一 


, 
GT dn 


其 中 必 7 一 《aa 但 1). 
根据 定理 6. 4, 只 需 证 胃 委 合同 于 单位 矩阵 . 取 


CT Tl 0 
1 一 — aTtAr), 1 ' 
则 
上 一 各 "| 
LN — 
0 1 
做 CiA4C, 的 乘法 运算 ,得 
和 0 入 1 0 
CTAC, = 1 记 作 ( 1 ) 
0 pn al 0 如 


根据 充分 性 条 件 |4| 盖 0,14。: 1 >>0, 由 上 式 易 得 sa>0. 根据 归纳 
假设 4: 正定 , 故 存 在 ”一 1 阶 可 道 矩阵 G, 使 得 G 4G 一 大- 
所 以 再 取 


G! 0 G 0 
C2 一 |， 则 C2 = 1 上， 
0 一 0 一 
Va Ya 


就 立即 可 得 CHCCTAC1) Cz 二 工 , 故 入 合 同 于 单位 害 阵 ,因此 及 
正定 . 是 


-一 一 一 一 - 
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用 定理 6, 5 容易 判断 


1 2 00 
422 i100 
0 0 1 2 
0 0 2 1 
不 是 正定 的. 这 是 因为 dett4:) 一 | 。 |=—3<0. 
“ 例 4 证 明 : 车 不是 x 阶 正定 矩阵 , 则 存在 正定 矩阵 吾 ,使 
得 4 一 亚 ， 
证 因为 正定 矩阵 4 是 实 对称 和 矩阵 ,以 特 征 值 全 大 于 零 , 所 
以 存在 正 交 矩阵 @, 使 得 


A = OQdiagth ,hs A IOT, OD 
其 中 庆 守 0 (1 一 1,2, 富 ,8), 利用 人 QQ 了 ,及 
diag CAi as rAd) = [Ldiagl vA yw ser sy Ad), 
可 将 中 式 表 示 成 


和 一 (Qdiag(VA vv ):, 四 
因此 到 
呈 一 Cdiag(w hy vas rn ,vA IQ!, 二 
就 得 入 一 BB?. 
由 于 全 式 中 yA 是 B 的 特征 值 , 旦 .40 0 一 1 2 ,22), 故 
吾 也 是 正定 矩阵 . 于 是 命题 得 证 . | 
这 里 的 如 通常 记 做 4 二 


“6.5 其 他 有 定 二 次 型 


正定 和 半 正 定 以 及 贷 定 和 和 半 人 负 定 二 次 型 ,统称 为 月 定 二 次 型 . 
本 节 简 要 介绍 半 正 定 、 焦 定 和 半 仙 定 二 次 型 的 性 质 及 判别 定 玲 . 
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定 浴 6.5 如 果 Yx 一 (Cryzs zs 天 0, 恒 有 二 次 型 

《iD 4xrz0, 但 至 少 存在 一 个 x。 关 0, 使 得 x 有 x 一 0, 就 称 
xT4X 是 半 正 定 二 次 型 ,4 是 半 正 定 和 矩阵 ; 

Gi) xT4x<0, 称 xzT4x 是 负 定 二 次 型 ,4 是 负 定 短 阵 . 

iii) xzTax<s0 ,但 至 少 存在 一 个 名 关 0 ,使 得 4xo 一 0, 就 称 
xT4X 是 半 负 定 二 次 型 ,4 是 半 负 定 和 矩阵 ， 

如 果 二 次 型 不 是 有 定 的 ,就 称 为 不 定 二 次 型 . 

例如 : xTAx 二 A 十 dz 十 十 当 d 寺 0 人 一 1 2 
A#) 时 是 负 定 的 ;当主 0 (1 二 1,2,…* ,m0) 但 至 少 有 一 个 为 零 时 是 半 
正定 的 ;当世 所 0 (= 二 1,2,-…,n) 但 至 少 有 一 个 为 零 时 是 半 负 
定 的 ， 

显然 ,如果 4 是 正定 ( 半 正 定 ? 目 阵 , 则 (一 4 是 负 定 4 半 负 定 ) 
矩阵 .反之 亦 然 . 

根据 定义 并 利用 上 节 中 的 方法 ,可 以 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 6,7 设 和 是 n 阶 实 对 称 和 矩阵 , 则 下 列 命题 等 价 : 

Ci) xTAxX 人 负 定 ; 

(ii) 有 & 的 负 由 性 指数 为 , 即 4 二 一 

diii) 存在 可 道 矩 阵 P, 使 得 4 二 一 PP; 

tiv) 下 的 特征 值 全 小 于 零 ; 

(Y) A 的 奇数 阶 顺序 主子 式 全 小 于 零 , 偶 数 阶 策 序 主子 式 全 
大 于 零 . 

定理 6.8 设 4 是 靖 阶 实 对 称 矩阵 , 则 下 到 命题 等 价 ， 

(i) xT4x 半 正定 ， 

(iiy A 的 正 惯性 指数 二 rCA) = 一 rtr< nm) ,或 及 二 diag(1,1,"， 
1;0,.…,0),1 有 7 个; 

Ciii) 4 的 特征 值 都 大 于 等 于 零 ,但 至 少 有 一 个 等 于 零 ; 

(iv) 存在 非 满 秩 和 矩阵 PCr(P) <<n) ,使 得 A= P'P. 

(vy) 丰 的 各 阶 主子 式 衬 0 ,但 至 少 有 一 个 主子 式 等 于 零 . (主子 
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式 的 定义 见 第 3 章 定 义 3.9) 

关于 半 负 定 的 相应 的 定理 ,读者 不 难 自行 写 出 . 

关于 定理 的 证 明 , 如 果 用 循环 证 法 证 明定 理 6.7,(iv) 过 (Vv) 的 
证 明 较 难 ,定理 6. 8 中 的 (7 作为 半 正 定 的 充 要 条 件 ,其 充分 性 的 


证 明 也 较 难 . 我 们 略 去 这 些 证 明 . 
合 1 判断 二 次 型 #1zf 一 (了 1x,)" 是 否 是 有 定 二 次 型 
解 方法 1 四 
原 式 (nl) dx 一 2 2z7, D 
一 《2 _ 十 Ca a 十 … 十 (zl 一 本 和 2 十 
(za 一) 十 十 《Ts 一 T,)? 十 小 


(ze 一 局 一 > (rz 0. 
| 


当 zi 一 zw 一 "二 x 时, 等 号 成 立 , 故 原 二 次 型 是 半 正 定 的 . 
方法 2 ”利用 中 式 二 次 型 矩阵 4 的 特征 值 来 做 出 判断 . 


和 一 (一 1) 1 " 1 
1 A— {no—1) 1 
| 社 一 息 1== ， 。 。 ， 
1 1 "= A— (x 1 
1 } 
0D A—n 0 
二 放 
六 0 六 一 站 
—A(A— nT!, 


入 的 特征 慎 为 1 二 0, 和 二 rn Cn 一 1 重 ), 故 二 次 型 是 半 正 定 的 . 
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习题 ”补充 题 答案 


习题 
将 下 列 1 一 3 题 的 二 吹 型 表示 成 朱 阵 形式 . 
1 rs 一 4 —6ry—?y, 
2，F(ryz) 一 322 十 4 一 形 一 人 3 十 到 
3. Fr Try 一 好 十 妈 十 2zi 十 4 十 34 一 

Dra ra rs ra 十 4 工 3 工 i。 
4. 设 上 元 二 次 型 Fiz ,zs，,…' ,zn) 的 第 降 为 n 阶 三 对 角 对 称 矩 阵 

1] 一 1 
一 二 1 一 1 
总 二 一 | 1 


试 写 出 二 次 型 (二 次 齐 次 多 项 式 } 的 表示 式 . 
“5. 著 二 次 型 TT3 tT1) 一 x 准 7; 对 于 一 委 工 一 (zs va XT 


恒 有 x1,xs T3444) 二 0 ,证 明太 为 4 阶 零 朱 阵 . 
(提示 : 取 一 些 特殊 的 x 如 (C1,0,0,03T .i011 .0,0 C10,1.0)" ,0,1， 


1:0)7 等 ,来 论证 起 二 不 ) 
“6. 证 明 ; 若 4, 呈 均 为 三 阶 对 称 延 阵 , 且 对 一 切 x 有 x Ax 一 x Bx' 则 


入 一 县 . 
7. 设 和 4 二 B,C 一 D, 且 它们 均 为 n 阶 对 称 答 降 , 间 下 列 结论 成 立 吗 ? 着 


成 立 , 则 证 明之 . 
A DY Bo 
dy CAFORB+D. (2) ( oj=(, p)- 


8， 用 正 交 变 换 + 一 Qy; 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 , 并 求 正 交 和 烘 芽 @: 


《1) f=271 二 Sr? 十 373 二 47T2 Ta. 
(2) f=xi 十 三 十 可 十 于 十 2x1 Tz 一 2T174 一 2 TY3 一 2X4 TI4， 
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加 
li 
Ls | 


试 求 正 交 和 矩阵 刁 , 司 得 人 AQ 为 对 角 阵 ， 

10. 用 配方 法 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 ,并 写 出 所 用 的 坐标 变换 ， 

C1) zt 十 dT rs re Is} [人 

(C3) 27i 十 673 十 4 十 4T1 zs 一 自 工 s 工 3 一 4.03 之] ， 

11， 用 初等 变换 法 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 ,并 求 相应 的 坐标 变换 . 

[中 

C2) Rl 一 2 十 2 十 x es 全 1 TI 十 2 

C3) 二 十 5 十 和 一 和 十 BT 一 下 人 rs 一 和 Ta 一 仿 工 LT 

12， 设 己 为 可 道 短 阵 , 日 CAC 一 diag({ di yd yd》1 问 ;对 仙 和 矩阵 的 对 
角 元 是 天 都 是 入 的 特征 值 ? 并 说 明理 由 . 

13， 设 荆 阶 实 对 称 拨 阵 4 的 秩 为 ~(r 拓 mm ， 试 证 明 ， 

(1) 存在 可 递 矩 阵 C, 使 得 CT4C= diag(a ,dz ;dd.10,… ,0) ,其 中 
A EO 和 一 1 2 

“(2) 入 可 表示 为 r 个 秩 为 1 的 对 称 和 矩阵 之 和 ， 

“14. 设 nt 阶 实 对 称 短 等 矩阵 AL 满足 4 一 4) 的 秩 为 ~, 试 求 ，: 

C1) 二 次 型 x'Ax 的 一 个 标准 形 ， 《2) dett 十 4 十 本 十 十 本 

“15， 设 4 为 阶 实 对 称 短 阵 , 且 其 正 负 惯性 指数 都 不 为 零 . 证 明 ; 存 
在 非 堆 向量 x ,x; 和 性 ,使得 x Ax 0 ,A 二 0 和 对 和 x 之 00. 

"16. 设 息 是 奇数 阶 实 对 称 短 阵 , 且 det(A4) 二 0. 证明: 存在 非 堆 向量 
20, 僵 x 0 

17. 把 11 题 中 的 二 次 型 化 为 规范 形 ,并 求 变换 短 阵 忆 . 

18. 对 9 题 中 的 矩阵 4, 求 可 递 矩阵 CC, 使 C'4C 成 为 规范 形 . 

“19. 证明 6.3 节 未 昆 的 结论 全 ， “20. 证 明 6.3 节 末 尾 的 鱼 论 (i), 

21. 判断 下 列 抱 阵 是 否 是 正定 符 阵 : 
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2 一 1 站 2 一 1 一 1 
《]1》 |—1 2 2 (2) = 2 
0 一 1 加 

1 1 1 
3 [1 2 | 

] 2 3 
22.， 判断 下 列 二 补 型 是 否 是 正定 二 次 型 : 
(C1) 好 十 3 本 十 2033 2r Tr — 2r Ta 10x} 


(2) 3x7 十 4x3 十 S53 中 zi Ts 一 Ts 工 4 
(3) zi22i 二 3 二 4ri—2z x dr ri — Se. 


23， 用 正 交 变换 法 北 二 次 型 > + Pr, zi 为 标准 形 . 并 说 明 它 是 否 


是 正定 二 次 型 . 在 n = 3 的 情况 下 ， 求 昌 正 交 变换 的 矩 降 2. 
" 24， 对 上 上 古 中 4 二 3 时 的 二 次 型 算 阵 4, 求 正定 炬 有 阵 下 ,使 得 4 一 瑟 ， 

25、 求 下 列 二 次 型 中 的 参数 i, 使 得 二 次 柜 正 定 : 

(1) xt 二 a? iri 二 dr — 2 .Ts 2x Ta 

(C2) 2 十 导 十 3x3 十 2Lz1 3 十 251;. 

“站 .用 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 定 多 及 正定 二 次 型 的 定义 :证 明正 
定 矩 阵 的 特征 值 大 于 霍 . 

27. 设 P 为 可 道 从 阵 , 用 正定 二 次 列 的 定义 证 明 ,F"P 是 正定 矩阵 ， 

28. 设 和 4 是 正定 矩阵 ,CC 是 实 可 道 短 阵 , 证 明 : Cr4C 是 实 对 称 和 矩阵 .而 
乓 也 是 正定 矩阵 ， 

29. 设 生 是 正定 矩阵 ,证 明 44 的 便 香 矩阵 4 也 是 正定 算 阵 . 

39， 设 入,B 均 是 mn 阶 正定 定 阵 , 都 是 正 数 ,用 定 光 证 明 姓 十 厂 也 是 


正定 矩阵 . 
31. 判断 下 列 短 阵 是 否 负 定 , 半 正 定 , 半 负 定 : 
-1 1 0 1 —1 一 ! 
(1 -2 1 {2 |-1 2 2 
0 1 一 ? 一 1 1 3 


2 1 1 
《3》 | 一 1 2 一 1 人 t|. 
i 1 
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32. 证 明 负 定 和 矩阵 的 主 对 角 元 必须 全 小 于 零 ， 

“33. 设 xzTrAFr 为 半 负 定 二 次 型 , 问 : (1) x5(C 一 4)x 是 否 半 正 定 ?《2) 入 
的 各 防 主子 式 是 否 全 都 小 于 等 于 零 ? 

34， 判 断 下 列 二 次 型 是 否 基 有 定 二 次 型 : 

C1) 一 理 一 2 一 5 一 人 zs 十 4Tz 工 1 

【2) .这 十 2 攻 十 4z 十 Zr14z 一 站 Te 王 

【37 Ti 十 2 二 3313 十 22 7 一 4 I9 .Ta. 

35, 证明: 4 是 负 定 矩阵 的 充 要 条 件 是 存在 可 道 矩阵 严 使 得 4 一 一 己 

36. 设 且 是 一 个 阶 算 阵 ,r(B)<x. 证明 配 呈 是 半 正 定 和 矩阵 . 

37, 证 明 : 若 4 是 半 正 定 盾 阵 , 财 存在 半 正 定 矩 阵 且 , 使 得 4 一 下 . 


补充 题 


38， 阁 对 于 任意 的 全 不 为 零 的 zx In: 二 次 型 f(x rre+"… + 廊 -) 恒 
大 于 零 , 问 二 次 型 了 是 否 正 定 ? 

39,， 设 各 是 实 对 称 和 矩阵 ,证 明 : 当 上 充分 大 时 ,4 十 工 是 正定 十 阵 . 

40. 设 = 阶 实 对 称 矩 阵 上 4 的 特征 值 为 ,A ,… ,为 , 问 ; :满足 什么 条 件 
时 ,4 一 在 为 正定 矩阵 . 

41. 设 和 4 是 实 对 称 和 矩阵, 中 是正 定 和 矩阵 ,证 明 , 存 在 可 闭 和 此 阵 C, 使 得 
CaC 和 CTBC 都 成 对 前 形 矩 阵 ， 

42. 设 4, 且 告 是 正定 征 阵 ,日 4B= B84, 证 明 4 是 正定 矩阵 . (提示 ，: 
存在 正 交 矩 阵 C,D; 使 得 DTTCCTAOCD=D'A1D;D"T(CTBC)D 一 A: ,并 利用 定 
理 5.5 的 充分 条 件 .) 

43， 设 入 =(a,,) 居 x 阶 正定 短 阵 ,x 二 Cr ryT4)"', 社 朋 : 

0 x! 
Fx) = det( a ) 
是 -个 负 定 二 次 型 . 
44， 设 4 一 (aa ) 是 于 阶 下 定 矩阵 ,证明 : 


dt 由 扫 Ta.. 
:=] 


45. 设 时 一 5,) 是 nn 阶 实 可 道 算 阵 , 证 明 : 
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181: 所 [十 护 十 … 十 闪 ,), 
1 一】 


已 知 交 rsrsm 一 2z 十 3 十 3 好 十 2azazi 通过 正 交 变换 x 一 QF 
可 化 为 标准 形 f==i 十 2 汪 十 5 并 , 试 求 参数 4 及 正 交 短 阵 2. 

47. 已 知 f(x ywz Xi) 二 57 十 9 于 十 cz 一 271 Ts 十 6x rs 一 8.xaxa 的 鞭 
为 2. 

(1 求 e ft2) 方程 fi ,xs ;x3) 二 1 表示 柯 种 二 次 曲面 . 

485， 设 


站 二 » 


1 0 1 
0 2 0 
1 0 1 


B= (RE 十 点 1 ， 
上 为 实数 ,EE 为 单位 矩阵 . 求 对 角 和 矩阵 4 ,使 有 一 丰 : 并 间 : 玫 为 何 伟 时 ,县 为 正 


定 和 矩阵 ， 
3， 设 让 zi ye ze 二 《CE 十 Gdtfz 和 十 (7 十 aa 有 十 … 十 (rr 十 


G1 Ya 2 十 攻 开 。 tarri)’ ,其 中 [7 的 为 实数 , 问 ; UL rd "stn 满足 


何 条 拌 时 ,二 次 型 f(x xa r+ x) 正定 . 
50. 讶 刀 为 m 脐 实 对 称 正定 矩阵 ,BRR“** ,证明 ; 8B 48 正定 的 充分 


此 要 条 人 忻 汶 1(8) 一 xn. 
答案 


,利用 第 5 题 的 结果 . 
7. (1 不 成 立 .《〈2) 成 立 . 


0 1 0 
1 nm 1 

8. {1) | v2 YE | , vit2y +3. 
1 
— [市 一 
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CD yD yt YD yt HY 


2 1 
一 已 个 oD -一 
5 5 
1 它 5 
一 二 0 0D 0 一 
本 w5 5 
9. 0 1 0 0 | ， 5 
2 3 一 8 
9 0 一 一 0 
13 v13 0 
3 2 
0 一 -0 一 一 一 
15 w13 
3 
一 
9 ， 
(1) 一 Ts 3 
10. (1) y 4 十 16 区 工 z 一 i 


(2) 夺 一 误 共 十 3 对 


Xa 二 zp TA 
了 3 一 袜 3 
tl 
工 1 一 3 区 Ye 了 本 加 ， 
2 
oy 2 | 2 
(31 刀 十 3 十 3 23 下 加 二 Ys 
工 1 一 YI, 
TI 二 2 
11. (1) zf— zi | 
本 Ya 
5 
如 一 1 一 基本 所 23， 
, 名 
罗 i 
C2) yi 加 一 可 六 区 :一 加 一 二 
工 一 3 
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ce 


; 5 4 
Thi 


3 2 

Xz 二 十 可 加 十 于 7 

(3) 一 4 二 98 一生 2 2 
7 

3 一 yt 

J 一 Mar 


12. 不 一 定 , 当 人 C 为 正 交 矩阵 时 ,一 定 是 . 

14. 《1) 二 十 十 (C2) 《十 1 

15. 将 生化 成 规范 形 , 由 正人 负 惯 性 指数 事 不 为 零 , 构 造 x ,x: 入. 
16， 利 用 15 题 结论 , 先 证 4 必 有 正 特 征 值 . 


1 1 —1 
i7. {1D) yf—¥ ,Il 一 1 —1i1. 
0 0 1 
| 
3 v4 
所 
《2) 一 六 一，|0 3 -| 
3 wd 
0 a _3 
24 
5 3 4 
1 一 下 一 人 一 页 
1 1 2 
+9 五 7 了 
《3) 计 十 并 一 并 一 入 ， ， 
o 工 0 + 
3 3 
3 
心 [| [0 李 


21. (1) 正定 ,(2)《3) 不 正定 。 22. 都 正定 . 


23， 了 i 计 十 字 ( 剖 十 并 十 … 十 城 ) 正 涯 ， 
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24. 


化 为 上 三 
45. 
45. 


(1) £2, (2) ld<3. 


， 扔 定 交 证 明 xTQTQx>0 (YX0D)， 

.用 定 几 证明 x*CTACx>>0 (YXx 关 们 

。 用 定义 证 明 . 

. (13 负 定 ,527 不 定 ,(3) 不 定 ,(4) 半 负 定 . 

，(1) 负 定 ,(2) 灶 正 定 ,(3) 不 定 . 

.区 . 39. 考虑 4 十 红 的 特征 但. 

ening Ai ra so ds ). 

， 存 在 可 逆 阵 Ci ;使 得 CTBC 二 了 六 CTADO 为 实 对 称 乒 阵 . 

. 将 分 块 撼 阵 第 二 行 左 笑 一 xT4-! 加 到 第 一 行 ,并 利用 4-! 正定 . 


熏 。 
. 用 数学 归纳 法 . 把 4 分 找 表示 为 (“i  ” ), 并 用 初等 变换 将 其 


前 矩阵 . 
利用 44 题 的 结 黑 ， 
由 二 次 型 矩阵 4 的 特征 什 为 1,2,5, 可 得 a=2., 正 交 矩阵 Q 与 习题 


8t1} 相 局. 


47. 


(1) 由 二 次 型 矩阵 4 的 秩 为 8, 或 | 二 |=0 得 c= 二 3. 12) 和 站 的 特征 值 


1 一 4 一 9 一 0, 通 过 正 交 变 换 * 一 人 @y ,方程 xTA4x 一 化 为 六 人 487 一 
4 并 十 9 旭 一 1* 这 是 一 个 燃 柱 面 . 
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48，& 尖 0 且 上 和 一 2 时 ,下 为 正定 年 阵 . 提示 : 先 证 明 和 AQ 一 diag(0,2， 
2) (其 中 也 为 正 交 窍 阵 ). 

49. 由 线性 方程 组 <: 十 aizs 二 0,zs 十 Azx3 二 04 Xs 十 GnT1 一 0 可 得 ， 
当 1 二 (一 Dr araz…as 夭 0 时 ,线性 方程 组 只 有 有 零 解 .因此 , 当 于 《一 1 
alacqe 了 0 时 , 仅 当 x= Cx yes) 一 和 时 ,fm re ==0, 而 Yx 
关 和 时 , 拘 有 fT yI 一 X00 ,故此 时 的 二 次 型 (zi vrs 
止 定 . 

人 0.。 充分 性 ; 由 rc8) 二 nn, 得 YX 一 Cx ys 关 0,Bx 关 人 从 而 
XBTAB) x 一 (Bx)TA(BX)>0, 故 B'A&AB 正定 . 必要 性 : 用 反 证 法 . 


7.1 大 口 模型 


人 口 增长 的 问题 是 关系 到 国计民生 的 重大 问题 之 一 . 为 了 预 
测 和 控制 人 口 的 增长 ,从 18 世纪 以 来 各 国人 口 学 家 、 数 学 家 不 断 
地 提出 各 种 人 口 模型 ,有 确定 性 的 ,有 随机 性 的 :有 连续 的 ,有 离散 
的 , 本 节 介 绍 的 Leslie 人 口 模型 是 20 世纪 40 年 代 提 出 的 , 它 是 预 
测 人 口 按 年 龄 组 变化 的 离散 模型 ， 


7.1.1 Leslie 人 口 模型 


这 个 模型 仅 考虑 女性 人 口 的 发 展 变化 ,因为 一 般 男女 人 口 的 
比例 变化 不 大 . 假设 女性 最 大 年 龄 为 s 岁 ,分 * 为 二 个 年 龄 区 间 


At, = [Ca 二 一 1 ,2 
并 Ea 


年 龄 属于 Ar 的 女性 称 为 第 i 组 , 设 第 i 组 人 数 为 ziti 二 1,2，""， 
nm ; 称 x 二 《x ;zz Ta)T 为 (女性 ) 人 号 年 龄 分 布 向 量 . 考虑 x* 随 
时 间 反 的 变化 情况 ,每 隔 s/n 年 观察 一 次 ,不 考虑 同一 时 间 间 也 内 
的 变化 (即将 时 间 离 散 化 了 ). 设 初始 时 间 为 ,tt 一 二 十 ks/ns4 时 
的 年 龄 分 布 向 量 为 9 一 (zt ,zi ,ru 这 里 只 考虑 由 生 
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育 、 老 化 和 死亡 引起 的 人 口 演变 ,而 不 考虑 迁移 ,战争 ,意外 灾难 等 
社会 因 泰 的 影响 . 

设 第 i 组 女性 的 生育 率 ( 已 扣除 女 婴 死亡 率 ) 为 ai( 第 i 组 每 
位 女性 在 s/n 年 中 平均 生育 的 女 婴 数 ,a, 实 0) ,存活 率 为 b,( 第 i 组 
女性 经 过 s/n 年 仍 活着 的 人 数 与 原 人 人数 之 比 ,0 过 肆 1). 死 亡 率 = 
1 一 5, ,假设 a,,6, 在 同一 时 间 间 注 内 不 变 , 它 可 由 人 大 唱 统计 资料 
获得 . 

去 时 第 一 组 如 性 的 总 数 z 包 是 二 :时 各 组 玄 性 (人 人数 为 
IH 一 1 -1) 所 生育 的 女 婴 的 总 数 , 即 

X= a ar (7,1) 
时 第 i 十 1 组 G 这 1) 女性 人 人数 zx 时 是 吉 -1 时 第 i 组 的 女性 经 s/n 
年 存活 下 来 的 人 数 , 即 


XH hr = 1,2, nO 1. (7.2) 
将 (7.1),(7. 2 以 矩阵 形式 表示 为 
一 (C7,3) 
其 中 
立 ]1 Us 性 mr 一 1 如 
上 0 D 总 
L= 10 和 : |， 《7. 4) 
; 0 0 
0 … 0 4 0 
称 土 为 Leslie 和 矩阵 ,由 57. 3) 式 递 推 得 
x 一 Lix'™, CF, 号 


利用 (7. 5) 可 算出 i 时 间 各 年 龄 组 大口 总 数 , 人 唱 增 长 率 及 种 年 
龄 组 大 日 占 总 人 口 的 百分数 . 此 模型 也 适用 于 动物 群 . 

例 1 某 和 饲养 场 的 某 种 动物 所 能 达到 的 最 大 年 龄 为 6 岁 ， 
1990 年 观测 的 数据 如 表 ?-1 所 示 . 问 : 1998 年 各 年 花 组 的 动物 数 
量 及 分 布 比例 为 冤 少 ? 总 数 的 增长 率 为 和 多少? 
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解 由 所 给 表格 得 到 动物 1990 年 的 年 龄 分 布 向 量 x 及 
Leslie 矩阵 工分 别 为 


160 0 4 3 
"= |320|, L= |1/2 0 0|. 
80 0 1/A 0 


1998 年 的 年 龄 分 布 向 量 为 
0 4 ‘ [160 
0 Lx 一 区 0 | 四 
0 1/A 0 | 80 
4 3 9781f150” 11690 
= 13716 4 3 @ 一 soso 
1/4 3/32 oll go 70 


所 以 ,1998 年 动物 总 数 为 3310 头 ; 小 于 2 岁 的 有 1690 趟 , 占 
51.06 听 ;2 一 4 岁 的 有 1550 类 , 占 46. 83%;4 一 6 岁 的 有 70 头 , 占 
2.11%. 增长 总 数 为 3310--560 一 2750 头 ,8 年 总 增长 率 为 
491, 07 %. 

利用 Leslie 模型 分 析 人 口 增长 ,发 现 观察 时 间 充 分 长 后 人 口 
增长 率 和 年 龄 分 布 结构 均 赵 于 一 个 稳定 状态 ,这 与 矩阵 上 的 特征 
值 , 特 征 向 量 有 关 ， 
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7.1.2 ” Leslie 矩阵 的 优势 特征 值 及 其 实际 意 多 


定理 7.1 《7.47? 式 中 的 矩阵 工 有 唯一 的 单 重 让 特性 值 4: ,对 
应 的 特征 向 量 为 x 一 (1 ,B73 ,biBa /A1 ,Db bs 1)T( 各 


分 量 全 为 正 数 ). 
证 
A—al —a 一 
一 下 A 
p(t24)=|Af—L|= 一 包 
A 
一 51 4 
A—al 一 全 一 Ge- 一 和 
一 机 A 
一 六。 (AY 十 如 一: — bs 
入 
— bs 0 
= Apa_ t(D 二 Thm a 1 1 Be 
= Aps CA) 一 Ge bl. ( 


记 及 =abiB2--…b_i (bp 一 1) ,由 于 a 汪 0 且 不 全 为 零 ,b:0, 所 
以 及 00G 一 1,2,…m) 且 不 全 为 零 . 由 递 推 关系 ( x* ) 得 
P= Ape (A) mB Oo ANP Oop OA 
一 A ps (A) 一 好 一 及 = 
BC (7.6) 
记 
di = BAFTA 二 十 BA 0)， 7.7) 


则 特征 方程 
如 =0 C7.8) 
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等 价 于 方程 
qtaA) = 1. {7.9) 


显然 当 A>0 时 ,ak 是 连续 的 单调 减 函 数 , 且 [imet) 一 十 ce， 
limgG 一 0, 所 以 存在 唯一 的 硬 乓 (0 十 cc) 使 得 gc ) 一 1 或 


zt 一 0, 即 1 为 唯一 的 正 特征 值 .下 面 证 明 4 是 单 根 ,用 反 证 法 . 
设 轴 是 六 (一 0 的 上 重 根 ( 袜 2), 则 六 人) 一 0, 且 


PalAr) = nar Cn DBA 28, 0 一 有 一 0， 
此 式 可 写成 

nlpB 一 2 i 28，， A 
1= n A nn 于 十 Ta 六 1 0) 一 上 


( 因 海 (x 一 站 /rn 之 1) 子 盾 , 所 以 宙 为 单 根 . 
解 方程 组 (4 一 工 )x 一 0 ,容易 得 到 4 对 应 的 特征 向 量 为 定理 
给 出 的 Xl, | 
定理 7.2 车 4 是 矩阵 工 的 正 特 征 值 , 则 王 的 人 在 一 个 5 实 的 


或 复 的 ?特征 值 X 都 满足 
EE (7.10) 


证 若 4 一 0, 显 然 成 立 ; 设 4 二 re", 且 7r 半 0, 用 反 证 法 ,假设 
14| 一, 由 (7.9) 和 (7.7) 式 ， 
有 一 r 胃 


i Bo 
ga) = gtre 一 Fe 二 2 - + ee 一 1， 
得 g() 的 实 部 为 1, 即 
1 一 应 。osp 十 Bs20 十 … 十 应 cOsnd 
r fr r 


所 /rT 十 咏 /7 十 下 十 局 /7 
/十 Bea 4 BAA 
= 9(A) = 1， 
季 盾 .所 以 对 任 一 特征 值 *, 有 |4| 大 4 . 莉 
我 们 把 工 撼 阵 的 唯一 的 正 特 征 值 4; 称 为 优势 特征 值 . 如 果 工 
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的 任 一 个 特征 值 4 关 Au , 均 满 足 |4| < 天, 则 称 和 为 工 的 严格 优势 
特征 值 . 
定理 7.3 若 乍 路 工 的 第 - - 行 有 两 个 顺序 元 圳 aa+ 0, 则 
LL 前 正 特 征 值 是 严格 优势 特征 值 . 
证 由 定理 7.2,|lsi ,只 闫 证 等 号 不 成 立 . 用 反 证 法 ,人 恨 设 
存在 4 关 4 有 | 二 礼 .; 风 
]= gt) = BA Bi + 二 A 
| 
一 民 j 十 谎 / 站 十 人 十 | 克 1 十 良和 | AT 十 全 二 及 /本 
/十 所 /生生 十 忆 / 加 二 BAaAT 二 十 启 / 季 
二 g(tA1) 二 1 
这 是 矛盾 的 ,所 以 1 二 机 Ct 上 式 " 志 ”是 很 据 184-+B&+i | 三 总 14| 十 
Bn; 因为 二 abi*b 1 记 0,B41 之 0, 且 4 为 非 正 实数 , 据 定 理 
7.1,2 是 唯一 的 正 特征 值 ). 
定理 7.3 的 条件 在 人 口 模型 中 是 能 保证 的 .所 以 工 和 矩阵 必 有 
严格 优势 特征 值 A. 
定理 7.4 车 和 矩阵 工 有 严格 优势 特征 值 41, 其 对 应 的 特征 向 
量 为 x: 则 


lim 二 x 一 cr， (7. 11) 


其 中 x 由 (7.5) 式 确定 .ec 为 常数 ， 
证 设 世 可 对 角 化 (对 一 般 情 况 要 用 附录 B 中 的 约 当 标准 形 
来 证 明 }, 即 存在 线性 无 关 的 特定 向 量 x ,Xz; yx 及 王 一 
Cx xz，-… , 革 ,) 使 得 
P-LP 一 diag(Ca ,As oh) 
则 L:= (Pdiag(Ah se A NP TY 
一 PdiagtAt,-- AIP-!, 
由 (7?. 5) 式 得 
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二 一 让 Lx 一 直 Pdiag(At ,AP -x™. 
] 上 


1 
-ra 人 人 ae 


下 
记 P ix = ednryd,)' ,由 于 lim (这 =0(7 二 200 RN) ;所 
Et A 


以 有 
ln of ( 守 ) ,, (¥)) Ln 
dm Tx = lim Pdiag|1, Tx 让 x 


一 Pdiag(tl ,0 ,0) (ec, das cd )T 


1 e 
0 ds 
= CX - 。 
Or! le, | 
一 Cr. | 


由 (7.11) 式 , 当 上 充分 大 后 
XY a CAF, 一 MACcAT RY) A A x 


这 表明 时 间 i 充分 大 后 ,年 龄 分 布 向 量 趋 于 稳定 状态 , 即 各 年 龄 
组 人 数 zw 占 总 人 数 》 zf 的 百分比 几乎 等 于 特征 向 量 x, 中 相 


《二 一 上 


应 分 量 = 占 分 量 总 入 x. 的 百分比 . 同时 44 充分 大 后 ,人 口 增长 


率 (zitD 一 ZI)/z 趋 于 和 一 1; 或 说 名 放 1 时 ,人 唱 递 增 ;A 志 1 
时 人 口 递 威 ;= 二 1 时 人 口 总 数 稳定 不 变 . 由 式 (7. 7) 和 (7. 9) 容 易 
得 到 如 下 定理 . 

定理 7.5 工 和 矩阵 的 正 特 征 值 1, 一 1 的 充 要 条 件 是 应 十 


忆 十 … 上 十 有 =1， 
记 民 二 名 十 -一 十 启 二 十 Qs 十 一 十 anb1…5_1; 我 们 称 民 为 


净 再 生 ( 繁 殖 ) 率 , 它 表示 每 名 女性 一 生 中 平均 所 生育 的 玄 婴 数 . 不 
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难 证 明 : 当 及 >1,<1 和 一 1 时 ,相应 的 全 1,< 过 1 和 一 15 利 用 
(7.7), (7.9) 式 ), 从 而 当 六 充分 大 后 ,它们 分 别 表 示 上 大口 递增 , 递 


减 和 稳定 不 变 ， 
如 例 1 中 工 的 特征 案 项 式 为 
pO 一 | 得 一 开 | 一 妈 一 中 3 一 0， 


得 严格 优势 特征 值 一 372, 相 应 特征 向 量 x 一 (1, bl， 
bo fT 一 《C1173,1/18)', 当 & 充分 大 后 ,增长 率 的 极限 值 鸭 
一 1] 二 50%; 三 个 年 龄 组 的 动物 头 数 之 比 为 1 : 1/3 : 1718 或 
18:6:1: 即 小 于 2 岁 的 占 72 申 ,2 一 4 岁 的 占 24 中 ,4~6 岁 的 占 
4%. 

例 2 根据 表 7-2 所 示 的 加 拿 大 1965 年 的 统计 资料 (由 于 之 
50 岁 的 妇女 生育 者 根 少 ,我 们 只 讨论 0 一 50 岁 之 间 的 人 口 增 长 
问题 ). 


表 7-2 


午 龄 区 间 a, b, 
1 [0.5》 0.00000 0.99651 
2 [5,10) 0. 00024 0. 99820 
3 [10,15) 0.05861 0. 99802 
4 [15,20) 0. 28608 0.99729 
5 | [20,25) 0, 44791 0. 99694 
6 “Tf25,30) 0. 36399 0.99621 
7 [30,35) 0.22259 | 0.99460 
8 [35,40) 0.10459 | 0.99184 
9 [40,45) 0. 02826 0. 98700 
10 [45.50) 0. 00240 一 


应 用 数值 方法 ,可 得 矩阵 上 的 严格 优势 特征 秆 及 相应 的 特征 
向 量 *, 分 别 为 
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. 00000 
92594 
. 85881 
79641 
73800 
68364 | 
. 53281 
58482 
.53897 
[0. 49429 

如 果 如 拿 大 妇女 生育 率 和 存活 率 保 持 1965 年 的 状况 ,那么 经 
过 较 长 时 间 以 后 ,50 岁 以 内 的 人 口 总 数 每 5 年 将 递增 7. 622%% ;由 
特征 向 量 可 算得 各 年 龄 组 人口 占 总 人 口 的 比例 数 依 次 为 13.795， 
12, 77% ,11, B84%, 10, 985%,10. 17%,9. 42%,8. 72%, 8.06%, 
?7.43%,6.82%. 


41 一 1.07622， xk1 = 


Co2pPpep2PpPp5P 


7.2 马尔 可 夫 链 


考虑 一 系列 有 随机 轩 素 影响 的 试验 ,每 次 试验 结果 出 更 事 件 
SS 中 的 一 个 且 公 出现 一 个 , 称 这 些 S,(i 一 1 …;m) 为 状 
态 ,出 现 3S. 就 称 系统 处 于 9, 状态 ,系统 在 每 一 时 刻 所 处 的 状态 是 
随机 的 . 车 下 一 时 刻 的 状态 仅 取 决 于 这 一 和 时刻 的 状态 和 转移 概率 ， 
与 这 一 时 刻 以 前 的 状态 无 关 , 则 称 此 为 无 后 效 性 ,通俗 地 说 :将 来 
的 状态 只 与 现在 的 已 知 状 态 有 关 ,与 过 去 的 历史 无 关 , 马尔 可 去 链 
或 称 马 兵 链 ) 是 时 间 和 状态 都 已 离 藤 化 的 无 后 效 性 的 随机 过 程 . 
马 氏 链 在 经 济 . 社 会 ,生态 和 遗传 等 学 科 中 均 有 广泛 的 应 用 . 

以 zn) Cn 一 0,1,2,…) 表 示 系 统 在 时 刻 i, 处 于 状态 S, 的 概 
率 ,x{n) 一 CTCn) ,yzm(n))' 称 为 概率 向 是 ,其 中 0 所 zx,(n) 所 1 
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甩 zt 十 一 十) 二 1 以 py (Cisj 一 1;,2,… 2 表示 现时 刻 系 
统 姓 于 状态 S, 而 下 一 时 刻 处 于 状态 5S, 的 概率 , 称 为 转移 概率 . 称 
P 一 (ps )wxwn 为 转移 矩阵 . 呈 的 每 - 列 的 列 和 都 是 1( 由 于 加 之 0， 
我 们 以 后 把 这 样 的 年 阵 己 , 记 作 P 实 0). 根据 无 后 效 人 性 得 到 马 氏 链 
的 基本 方程 为 

(十 1) = paxi an) tt pore mn) tt pmrm nn), 


z 一 了 2 《7 127 
用 年 阵 表 示 为 
x{ni 1) = Px(n), (C7. 12)" 
P00, Dps = 1. 《7. 13) 
: 1] 
由 弟 推 公式 得 
xCn) 一 了 "xf0)， (7, 14) 


其 中 x060) 二 Cx1060),…;xma(0))T 为 初始 概率 向 量 . 

例 1 某 商 店 销售 某 商 品 有 好 销 (S, 7 和 不 好 销 (S:) 商 种 状 
态 ;每 月 观测 一 次 ,已 知 本 月 好 销 而 下 月 不 好 销 的 概率 pz 二 a, 和 
本 月 不 好 销 下 月 好 销 的 概率 py 二 8, 其 中 0 所 a,PBE1, 若 初始 状态 
为 好 销 ( 或 不 好 销 ), 问 经过 nr 个 月 后 保持 好 销 的 概率 有 多 大 ? 

解 ” 由 列 和 等 于 1 得 到 转移 矩阵 为 

l—a 8 
上 一 a 1 -中 
电 | 好 一 王 | 王 0 得 特征 值 . 二 1 和 一 1 一 a 一 入 

(1) 若 a, 8 不 全 为 0 和 1:, 则 | 各 1<i 一 1.2 yz 所 对 应 的 特征 

向 量 分 别 为 一 (po7 xz 一 (一 1)". 取 有 民 二 (x ,x2), 则 
R11PR = diagtAl ,hs), 
其 中 


R 一 村 中 
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于 是 x(n}=P"x(0)—~Rdiag(ta? Ag 下 -YYCO0) ， 


， HB NO TVTfz(0) 
lmxc9 一 za _i)lo 中 eo, 
_ 1 /8 By fz1(0) 
-zal, oj 
i 
-za 
(第 三 个 等 号 成 立 是 因为 z100) 十 T5300) 二 1); 即 no0 时 x(n} 趋 
于 一 个 与 x* (0) 无 关 的 稳定 值 9; 称 9g 为 极限 状态 概率 ,4g 一 
(9 8 有 中 十 和 一 ic 与 qs 分 别 表 示 nn 一 时 好 销 和 不 好 销 的 


概率 , 它 完全 由 转移 窍 阵 了 决定 . 
{2) 车 a==B8 一 0, 则 P= 了 .x(n) 一 x(0). 


0 1 
(3) 着 a=8=1, 则 P=(， -lho 1 limC—1)" 不 


存在 , 且 
x(0)， 当 半 为 个 数 ， 
Px(t0)， 当 严 为 青 数 . 
定 灾 7.1 著 存在 某 个 正 整数 N 使 得 已 "全 由 ( 即 外 一 0 对 
1 一 1 了) , 则 称 P 为 正则 转移 和 矩阵 .对 应 的 马 氏 链 称 为 正则 链 . 
定理 7.6 设 P 为 mr 阶 正则 转 称 拭 阵 , 则 


xtn) = P"x(0) -1 


limP”" = | 一 名， (7.15» 
其 中 好 一 (81 9 人 0 一 1 为 正 数 且 | 二 gs 十 … 十 
qm 一 二 
证 明 暑 . 


矩阵 妈 有 如 下 性 质 :对 任意 的 概率 向 量 x 一 (zitz21… xm) ， 
有 


Qx = (Dix ja =a&. 《7. 16) 
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定理 7.7 正则 链 存 在 唯一 的 极 服 状态 概率 向 量 9, 使 得 
Py = gq. 《7. 17) 
证 limx(m) =limP xt0)—Qx(0) =—q. 
由 PP "一 局” 及 JimP "=—limP "+1 一 名 ,得 
POxi0O) 一 Ox(0). 
即 Pq= gq. 

下 证 唯一 性 . 设 > 是 正则 链 的 任 一 极限 状态 概率 向 喇 满 足 
Pr 二 +, 那么 局 站 一 F 对 #9 一 1,2,… 成 立 . 取 极 限 , 由 57. 15), (7. 16) 
及 (7.17}) 得 

limP"r= Or g=7. 国 

由 (7. 17) 式 知 , 对 正则 链 ,其 极限 状态 概率 向 量 9 是 线性 方程 

组 

(fF— PxQ=o0 
的 唯一 满足 gq 十 … 十 二 1 的 解 . 即 4g 是 秆 阵 P 对 应 于 特征 值 
4 二 1 的 特征 向 量 , 其 各 分 量 和 为 1. 


例 1 中 解 CI 一 忆 x 一 0, 得 x 二 C8,a)7, 取 qa TBP" 使 各 


分 量 和 为 1, 即 为 所 求 的 极 服 状态 . 

例 2 考察 微量 元 素 磷 在 自然 界 中 的 转移 情况 ,假定 磷 只 分 
布 于 5 (土壤 ) ,ss ( 草 、 羊 . 牛 等 生物 体 ， 
和 s;* 上 述 系 统 之 外 如 河流 等 ) ,每 月 观 
察 一 次 . 变化 情况 如 图 ?. 1 所 示 , 即 土 
壤 中 的 磷 30% 转 移 到 生物 体 ,20% 排 
到 系统 外 ,50 鸣 仍 在 土壤 中 ;生物 体 中 
的 磷 40% 回 到 土壤 中 ,40% 排 出 系统 
外 , 簿 留 下 20%, 车 初始 351 ， 52 ys 中 克 图 7.1 
的 比例 为 0.5 : 0.3:0.2, 问 经 过 # 个 
月 后 磷 在 三 种 状态 中 的 分 布 比例 是 多 少 (图 7. 1)? 

解 ” 初始 概率 向 量 x(0) 一 (0,.5,0. 3:0. 2)5 ,转移 矩阵 
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0.5 0.4 0 
P= |10.3 0.2 0|， 
0.2 0.4 1 
由 于 pss 一 1;, 即 系统 一 旦 进入 状态 ss ;就 不 再 转移 出 去 ; 称 ss 为 骸 


收 状 态 . 
定义 7.2 若 马 氏 链 中 存在 吸收 状态 5,, 即 p, 二 1; 且 从 每 一 
非 吸收 状态 出 发 能 以 正 的 概率 经 有 限 次 转移 达到 某 一 吸收 状态 ， 
则 称 马 秋 链 为 吸收 链 . 它 是 不 同 于 正则 链 的 另 一 类 马 氏 链 . 
记 
0.5 0.4 


0.3 2) = 0.2,0,4)， 


| 


则 


为 下 三 角 抉 矩 阵 ,P" 仍 为 下 三 角 块 阵 , 妈 

Pi: 0 

关 中 

对 任意 的 nEN ,CP Ys 一 CP Ds 二 0; 从 而 P' 关 0. 所 以 了 不 是 正 
则 转移 矩阵 . 计算 


P| 


xtn) = Px(0), 


得 表 7-3. 


X1 tn) 


XC) Ts Cn) 


Ty (ry 


一 般 说 ,对 最 收 链 的 mm 阶 转移 矩阵 P 可 经 s; 下 标的 重新 排列 
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表示 为 
0 
P= ， 
0 PP 
其 中 工 表示 有 + 个 吸收 状态 ,有 着 一 > 个 非 吸 收 状 态 . 一 般 Pl 天 1 
所 以 P; 的 列 和 <<1, 因 此 P 的 特征 值 4CP;) 满 足 |14(Pe)1<1, 上 且 
I 一 PP 可逆, 否则 ,|f 一 户 | 一 0,4 一 1 为 P 的 一 个 特征 值 , 矛 盾 . 
若 记 
4 一 【了 Pi) 一 了 二 忆 十 局 十 -十 六 十 一 DP '， 


= ly Nn 
则 
下 一 一 (yi 
其 中 », 是 从 第 i 个 非 吸 收 状 态 出 发 被 某 个 吸收 状态 吸收 的 平均 


转移 次 数 . 
例 2 中 ,状态 排序 改 为 (ss ,sys 对 应 的 概率 转移 矩阵 为 
1 此 0.2 0.3 
P={ FE B= (0,4,0.2), Pp: = (oa 65) 
加 0.8 —0.3 1 1 0,.3 0.3 
iP = (oa "让 I P) = 5 (0 4 0.8)’ 
所 以 


Y= Ma = (— Po 
1 f0.3 2 (1 加 (2 
= ss(o 3 0.8 1)= 3077 矿 


即 从 状态 5 和 利己 出 发 平均 经 过 3 次 和 4.3 次 的 转移 ;被 状态 人 吸收 . 


7.3 投入 产 出 数学 模型 


本 节 介 绍 投产 出 的 一 个 线性 模型 , 它 研究 一 个 经 济 系统 中 
各 部 门 (企业 ) 之 间 " 投 人 ”与 “ 产 出 ”的 平衡 关系 . 在 一 个 经 济 系统 
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中 :各 部 门 ( 企 业 )? 茎 是 生产 者 又 是 消耗 者 ,生产 的 产品 提供 给 系统 
内 各 部 门 和 系统 外 部 (包括 出 口 等 ;的 需求 ;消耗 系统 内 各 部 门 ( 企 
业 } 提 供 的 产品 如 原材料 ,设备 .运输 和 能 源 等 ,此 外 还 有 人 为 消 
耗 . 消耗 的 目的 是 为 了 生产 ,生产 的 结果 必然 要 创造 新 的 价值 ,以 
必 于 支付 劳动 者 的 报 毅 . 缴 付 税金 和 获取 合理 的 利润 . 显然 ,对 每 
个 部 万 (企业 ?来 讲 , 在 物资 方 夯 的 消耗 和 新 创造 的 价值 ,等 于 它 的 
总 产品 的 价值 , 这 就 是 “投入 ? 与 “ 产 出 ?之 问 的 总 的 平衡 关系 . 

这 里 我 们 只 讨论 价值 型 投入 产 出 数学 异型 , 投 人 和 产 出 都 用 
货币 数值 来 度 秀 ， 


7.3.1 分 配 平衡 方程 组 


首先 考 虚 一 个 系统 内 部 各 部 门 的 产品 的 产销 (包括 内 销 和 外 
销 ) 平 衡 或 分 配 平 衡 . 

设 某 个 经 济 系 统 由 # 个 企业 所 组 成 ,并 用 : 

z, 表示 第 i 个 企业 的 总 产值 ,x, 实 03 

d, 表示 系统 外 部 对 第 i 个 企业 的 产值 的 需求 量 ,d. 尖 0; 

cr 表示 第 7 个 企业 生产 单位 产值 需要 消耗 第 1 个 企业 的 产值 
数 , 称 为 第 7 个 企业 对 第 i 个 企业 的 直接 消耗 系数 ,x 宇 0. 

为 了 帮助 理解 x,,d,sc, 的 含 关 及 系统 内 外 的 相互 关系 ,我 们 
列 出 表 7-4. 
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表 中 编导 祖 同 的 生产 企业 和 请 耗 企业 是 指 同 .个 企业 .如 ”1” 
号 表示 煤矿 .“2" 号 表示 电厂 ;ca 表示 煤矿 生产 单位 产值 沉 要 直接 
消耗 电厂 的 产值 数 ,css 表 示 电 厂 生 产 单位 产值 澳 要 直接 消耗 自身 
的 产值 数 ( 即 厂 用 电 的 消耗 数 ) ,ds。 表示 系统 外 部 对 电厂 产值 的 需 
求 量 ( 即 所 需 发 电量 的 值 ); x 表示 电厂 的 总 产值 ( 即 总 发 电 芋 
的 值 }. 

根据 上 面 的 假设 ,从 第 i 行 看 ,第 i 个 企业 分 配给 系统 内 各 企 
业 生 产 性 消耗 的 产值 数 为 

CI 二 ces "十 CnT 

提供 给 系统 外 部 的 产 和 导数 为 d,. 这 两 部 分 之 和 就 是 第 i 个 企业 的 
总 产值 x,. 于 是 可 得 分 配 平 衡 方 程 组 


-一 (> ,co td,. 了 2 {7. 18) 
1=1 
记 
Cl CI "dln [x 好 1 
C= Cel Caz en Can x 3 dj ds 
Cnl Cn Cr Tn a 
(7.193) 


称 C 为 直接 消耗 系数 矩 孜 ;:C 三 0( 即 c 关 0Yij 一 1 2 2)》， 称 
之 为 非 负 矩阵 ; 称 * 为 生产 向 量 ;x 守 0( 即 x, 实 0,1 二 1,*… ,nn), 称 之 
为 非 负 向 量 ; 称 过 为 外 部 需求 向 量 ,4 过 0. 于 是 (7. 18) 可 表示 成 外 
阵 形式 

X= 二 七 并 十 习 ， (C7. 20) 
或 

(I—Ox=d, 《7. 21) 
《7.20) 或 (7. 21) 式 是 投入 产 出 数学 模型 之 一 . 

例 1 某 经 济 系 统 有 二 个 企业 :, 煤矿 ,电厂 和 和 铁路, 设 在 一 年 

内 ,企业 之 间 直 接 消耗 系数 及 外 部 对 各 企业 产值 需求 量 如 表 7-5. 
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外 部 需求 


SOCOO Tl 
25000 | 
性 


为 使 各 企业 产值 与 系统 内 外 需求 平衡 ,各 企业 一 年 内 总 产值 x ， 
Tans 应 为 安 少 ? 

解 ”根据 已 知 条 件 , 直 接 消耗 系数 定 阵 CC, 外 部 需求 向 量 d， 
生产 向 量 二 分 别 为 


0 0.65 0.55 50000 ri | 
C= |0.25 0.05 0.10|, d= cao| x 一 | 
0.25 0.05 © | 0 xa | 
代入 {7.21) 式 ,得 
1].00 一 0.65 一 0.551[r 150000 
—0.25 0.95 一 0.10||z 一 |25000|， 
一 0.25 一 0.05 1.900} [xs] 0 
其 中 系数 矩阵 一 已 是 可 逆 的 ,电位 一 C) “ 盖 0 求解 得 
x 756 542 4701150000 [20087 
了 = 5 220 690 中 25000| 一 | 56163 |。 
3 200 170 630 9 28330 


7.3.2 消耗 平衡 方程 组 
这 里 考 虚 系统 内 各 部 门 (企业 ) 的 总 产值 与 新 创造 的 价值 ( 净 


产值 ) 和 内 部 的 生产 性 消 夺 之 间 的 平衡 .已 知 某 系 统 的 直接 消耗 系 
数 甜 阵 Cx ,由 人 忆 可 知 ,第 j 个 企业 生产 产值 x, ,需要 消耗 自身 和 
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其 他 企业 的 产值 数 5 如 原材料 .运输 .能源 ,设备 等 方面 的 生产 性 消 
耗 ) 为 . 
Ci 十 Cai t+ rt cyt). 


如 果 生 产 产值 z, 所 获得 的 净 产 值 为 =，* 则 


Ti 一 CUT， 十 caizi 十 十 cut 十 2 
荐 
Xx, 一 (ye )z, 十 地 一 12 (7. 22) 
方程 组 (7. 22) 称 为 消耗 平 街 方程 组 《7.22) 式 可 写成 
(1 一 yojz 二 下， 一 12 (7. 23) 
3 2 


DD= diag( Des, Ses ,De ), (7. 24) 
i=1 T 一 上 :=1 


zo (el ya si) 

五 称 为 企业 消耗 矩阵 ,z 称 为 净 产 值 向 量 . 于 是 (7. 22),(7. 23) 式 
可 分 别 写 或 矩阵 形式 

二 一 Dxrz, 【7. 257 
和 (I — Dx 一 x。 (7, 26) 
《7.25) 或 (7, 26) 式 是 投入 产 出 数学 模型 之 二 . 它 揭示 了 经 济 系统 
的 生产 向 量 *, 净 产值 向 量 < 与 企业 消耗 矩阵 卫 之 间 的 关系 . 

由 (7.18) 式 和 (7.22) 式 可 得 


> 一 PD )+ 4d. = PD [D2)+ zi | 
即 


Y， Doz, 十 Sa. 一 orz， 十 了 到 ， 
1=1 7)=1 加 j=1 1=1 了 一 1 
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2a. = = > (7. 27) 
《7.27) 式 表明 ， 系统 外 部 对 各 企业 产值 的 需求 其 总 和 ,等 于 
系统 内 部 各 企业 净 产值 之 总 和 . 


7.3.3 分 配 和 消耗 平衡 方程 组 的 解 


在 消耗 平衡 方程 组 中 ,显然 有 
了 ZO0, 7= 1 ,nn. (7. 28) 
于 是 由 47.23) 式 可 知 , 企 业 之 间 的 直接 消耗 系数 具有 人 性 质 
So, 一 1， 了 一 1,2, ,nn. (7. 29) 
于 是 又 有 
Or 1, 17 = 12 on. (7. 30 


因此 工 一 吾 一 diag(1 一 本 ,1 一 由 ,一心 )( 其 中 人 一 > cs 由 
1=1 


(7.24) 式 给 出 ,j= 二 20) ,由 1 一 >0(1 二 1,2, 民 ,mn) 得 1 一 也 
可 逆 , 有 量 (I 一 DPD) ;0 由 (7. 2 站 式 得 

X= ({— Di'z. (7,31) 

由 (7.29),(7. 30) 式 知 , 的 所 有 特征 值 的 模 小 于 1( 见 定理 

5.3) ,所 以 了 一 C 可 道 ( 否 则 ,2 -=1 是 尼 的 一 个 特征 值 ), 即 分 配 平 
衡 方 程 组 (一 CIx 一 下 有 解 

x= ({— Od. (7. 32) 
由 lim C* 一 0{ 其 证 明 要 用 附 双 中 的 约 当 标准 形 ) 及 等 式 

(I— OTC TC) 一 一 和 十 cc) 


知 XiC， 收 敏 , 旦 
(二 一 一 = Se = 0， 
即 47. 32) 基 平衡 方程 组 的 瞧 一 自负 解 
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实际 问题 中 求 平 衡 方程 组 的 解 一 般 采 用 选 代 法 (此 法 在 计算 
方法 课 中 将 详细 介绍 ). 当 ? 较 小 时 也 可 以 用 高 斯 消 元 法 ， 


7.4 图 的 邻接 矩阵 


设 VY 一 {o 和 4 是 顶点 集 , 称 顶点 间 的 有 序 对 (mu 为 弧 ， 
以 4 表示 弧 的 集合 , 则 称 避 = (WV,A} 为 图 . 如 5 个 球 队 之 闻 的 比赛 
情况 可 以 由 图 ?. 2 表示 ,其 中 弧 J 
Cvwsw2 表 示 vw, 险胜 于 wv, 队 ., 车 两 
点 之 间 存 在 一 条 统 , 则 称 这 两 点 相 mw vO 
邻 . 称 viva 为 长 为 有 一 1 的 路 ， 
车 其 中 和 任 两 个 顶点 互 异 , 且 (v1， 
DTEAG2 A), 如 图 7.2 中 的 
TH Us Us Us 为 长 为 4 的 路 . 称 Hl 为 
起 点 ,为 路 点 , 称 起 终点 重合 的 图 7.2 
路 为 回路 ,如 图 7.2 中 vw vst 
是 长 为 3 的 回路 . 若 m ,vs 之 间 存 在 一 条 路 ( 记 为 习 一 内 路 ), 则 称 
与 加 点 连通 ,任意 两 点 均 连 通 的 图 称 为 连通 图 . 

一 个 图 可 以 用 一 个 矩阵 来 表示 . 称 而 二 (4s )sxr 为 图 GG 一 
(YA4) 的 邻接 矩阵 , 落 

-人 Cw,) EA, 7. 33) 
D， 否则 . 


如 图 ?.2 的 邻接 矩阵 为 


一 
一 
守 过 一 
已 上 人 上 
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第 i 行 的 行 和 表示 以 v. 为 起 点 的 狐 的 数目 ,如 ww( 行 和 为 3) 胜 3 
场 ;第 j 列 的 列 和 表示 以 mw 为 终点 的 狐 数 ,如 ws ( 列 和 为 2) 人 负 2 
蔓 . 图 7. 2 中 表示 的 竞赛 ,mm 均 胜 3 个 队 ; 如 何 兹 断 那 个 队 为 冠 
军 呢 ?需要 再 计算 间接 和 胜 ” 的 球 队 . 如 甲 队 胜 乙 队 , 乙 队 叉 胜 丙 
队 , 则 称 甲 队 间 接 胜 丙 队 . 即 若 w- ww 之 间 存 在 长 为 的 路 (之 
2) 就 称 %. 间接 胜 于 , 求 己 到 vw 长 为 2 的 路 的 数目 , 即 求 


ddt, + ad 二 "十 ,dw 一 Dasaw. (7.34) 
各 一 上 


定理 7.8 设 M=(av)ur, 为 图 如 =(Y, 4) 的 郭 接 和 矩阵, 则 MI 
的 第 习 , 门 元 是 到 ww, 的 长 为 二 的 路 的 数 日 . 

证 对 帮 归 纳 , 玫 一 2 成 立 ( 见 47. 34)). 

设 Mt: 的 第 Gi, 门 元 (NMP); 是 wv, 到 的 长 为 的 路 的 数目 ; 则 
由 "一 MM , 即 有 


(M+), = > MD) (CM),, 
1=1 


其 中 GOD, 一 a 是 vw 到 ww) 的 长 为 1 的 路 的 数目 ,所 以 和 式 中 每 项 
表示 从 到 vw 再 从 wv 到 vw, 的 长 为 十 1 的 路 的 数目 ,对 所 有 的 
求 和 得 到 从 vw, 到 的 长 为 有 十 1 的 路 的 数目 . 所 以 定理 对 点 十 1 
成 立 . 国 

例 1 5 个 球 队 的 单 循环 赛 , 比 赛 结 果 如 图 7.2 所 示 , 试 排出 
5 个 球 队 的 名 次 . 

解 ” 若 行 和 最 大 前 是 ww , 则 mw 险胜 ,由 于 ws sw 同时 具有 行 和 
等 于 3, 所 以 再 计算 MI 和 -HA . 


001 1 1 0 1 2 1 1 
2 0 2 9 1 2 0 3 1 2 
Mi=I0 0 0 90 Di MH-M:S=0 0 0 0 0， 
1 1 2 0 0 2 1 3 0 1 
0 1 1 0 0 1 1 2 0 0 
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Ca 十 MT )， 表示 mm 到 zz 的 路 长 和 2 的 路 的 数 日 , 即 wv; 直接 和 间接 
《一 2 打败 vw 的 场 数 .对 -+ 用 “中 行 和 最 大 的 是 第 2 行 (为 8), 所 
以 判 ov 队 为 冠军 , 同 理 wv 陵 为 亚军 ,mm ;只 ;分 别 为 第 三 ,四 、 
五 名 . 

若 M4 十 枝 : 中 仍 存在 行 和 相等 的 若干 行 , 则 再 计算 刷 十 
邮 :十 时 ,依次 类 推 ， 

称 和 矩阵 了 二 Cp, )ax 为 可 达到 和 矩阵, 若 

人 名 wv, 存在 至 少 一 条 路 ， 
名 一 0 .不 存在 到 mm 的 小 . 

由 于 w ,mm 中 若 存 在 路 ,其 路 长 必 不 超过 m, 因 此 ,计算 入 ,=M 十 
放 ? 十 十 名" .将 B 中 非 零 元 素 均 改 为 1 即 得 到 呆 达 到 和 撼 阵 P， 
车 了 是 元 率 全 为 1 的 矩阵 , 则 G 中 任 两 点 连通 . 即 C 为 连通 图 . 

例 2 设 半 个 城市 和 ,zywym 有 本 
航班 如 图 7. 3 所 示 , 问 从 任 一 个 城市 起 
飞 , 可 否 达 到 其余 3 个 城市 ? 


{7.35) 


解 图 的 邻接 矩阵 为 的 
0 1 0 0 
0 0 1 1 
1] 1 0 1 图 7.3 
] 0 0 0 
计算 可? ,MM*:,M' 和 十 名: 十 ?十 "二 BB 上 太 PP 如 下 : 
0 0 1 1 2 1] 0 1 1 2 1 1) 
2 1 0 1 1 2 1 1 2 2 2 3 
M? 一 'M’ 一 'M' = ， 
1 1 1 1 2 2 1 2 3 3 2 3 
0 1 0 | 0 0 1 1 |， 1 0 1 
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3 4 2 3 1 1 1 1] 
5 5 4 6 i1 1 1 1 
B, 一 bE P= a 
7 7 4 7 i1 1 11 
3 2 1 2 1 1 1 1 


所 以 ,图 避 为 连通 图 ,从 和 作 一 城市 起 飞 可 到 达 其 余 的 城市 . (B,), 
表示 从 vw; 到 vw 的 航线 数 日 ;如 (Bi)1 二 3 表示 从 如 起 航 返 回 vi 
有 三 条 航 江 ;wo vu 路 长 为 3 的 两 条 
CM 二 2) ,路 长 为 4 的-- 条 (CM 一])， 


7.5 递 推 关系 式 的 矩阵 解法 


利用 和 矩阵 对 衣 化 的 方法 可 以 解 某 些 弟 推 关系 式 . 例如 着 名 的 


韭 波 那 执 (Fibonacci) 数列 
{F,.}. 0 11.2,3,5,8,13,21,34,.… 满足 
Firs = Ft Fs tk 一口 1 2) D 


HH 中 =0.F|=1, 
呈 式 是 一 个 差分 方程 .现在 我 们 用 定 阵 的 工具 来 求 数列 移 道 
项 . 根据 


Fis = FF 
le 0 《下 一 01,2，…)， 


1F = FF, 
型 ti 一 4 (二 一口 1,2，)， 加 
其 中 
1:] 1， Fer EF, 1 
4 oh 所 一 (F )， 一 (2)= (小 
由 也 式 递 推 可 得 
gs 一 A 1 DD 


于 是 求 F 的 问题 就 归结 为 求 gs .也 就 是 求 妈 的 问题 ， 
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由 | 条 一 i | 一 2 一 1-0, 得 4 的 生生 
v5, _ 工 一 号 
A 一 5 A 二 Et 二 


相应 于 和 .ja 的 特征 癌 量 分 别 为 
一 (1) x, 一 (az 1) 


了 
4 A 
= (x ， Xa} 二 |， 
1 i 
1 一 如 ] 
_ 1 2 
则 P71 . 
元 | 1 | 


于 是 就 有 PiAP=diagta, ,As 和 


A*IL Asti A Astl 一 让 s+]l 
| pi 1 上 1 2 了 站 
10 炮 和 一 A | 对 一 对 AE 一 A 
四 _ A 1 1 iA! | o 
FF 一 和 
将 邓 式 代入 国 式 得 
14y5Y ]—y5Y 
Fs 友 [( 2 ) ! 加 ) " © 


对 十 任何 正 整数 下 ,由 力 式 求 得 的 F. 都 是 起 整数 ,这 可 能 出 笠 入 
们 的 预料 ,然而 这 和 是 准确 疱 误 的 . 
记 


珊 
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工 (1 二 一 奇数 ， 
A ) 十 r;， 上 一 奇数 , 
在 (二 和 ) 一 点 一 得 数 . 


由 于 | 1 本 | ~o 618<1, 所 以 0<n < 去 因此 由 国 式 可 知 , 
是 等 于 廿 (} 二 仿 】 所 最 接近 的 正 整 数 . 例如, 当 一 19,20 时 ， 


1 1 +y5Y 4180. 9999364， 让 二 19， 
A 16765.000052， 下 一 20， 


得 到 六 一 4181,Fw 一 6765( 利 用 中 式 可 验算 结果 是 正确 的 ). 
当 记 很 大 时 ,|A4s1:=00.618)t<&1 ,此 村 


Fi /Fy A /AE @ 
= 1.618, 
或 
FF 区 一 ia | 四 
2 .18, 


例 某 君 举 步 上 高 楼 ,每 跨 一 次 或 上 一 个 台阶 或 上 两 个 台阶 ， 
若 村 上 ?个 台阶 , 问 有 内 少 种 不 同 的 方式 ”? 

解 设 登 上 个 台阶 的 不 同方 式 数 为 FF,, 则 显然 有 下 一 1 
( 即 登 上 一 个 台阶 只 有 一 种 方式 ) , Fs 二 2《 靶 登 上 上 两 个 台阶 有 两 种 
方式 )， 

Fi=F, 二 Fs n= 34 人 Dn 
(因为 在 登 上 = 个 台阶 的 所 有 方式 中 ,路 第 一 步 只 有 丙种 可 能 : 
了) 第 一 步 跨 一 个 台阶, 后面 登 n 一 1 个 台阶 的 方式 有 天， 个 : 
《让 ) 第 一 步 跨 二 个 台阶 ,后 面 登 n 一 2 个 台阶 的 方式 有 Fs 个 》. 

这 里 再 定义 证 二 1; 即 一 《Fi Fo? 一 C1,1)' 则 多 式 也 可 
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表示 为 台式 ,同样 得 到 
G1 

此 时 上 台阶 的 方式 数 卫 , 沟 (mn 从 0 开始 ) ;1.1.2,3,5,8,13， 
21,34,…，, 它 也 是 裴 波 那 契 数列 . 所 不 同 的 是 ,前 面 的 Fi 二 1， 
一 1 一 24 访 一 34"%' 而 这 里 的 所 二 1,Fe 一 2, 一 3,"…. 

如 果 某 君 住 二 层 杰 上 (共有 18 个 台阶 ), 则 上 楼 的 方式 共有 
Fs 一 4181 种 (相当 于 前 面 的 Fis). 因此 ,如 果 某 看 每 天 以 一 种 方 
式 上 楼 ,那么 他 可 以 在 11, 45 年 内 ,每 天 都 以 不 同 的 方式 上 楼 ， 


7.6 ”矩阵 在 求解 常 系数 线性 微分 
方程 组 中 的 应 用 


7.6.1 给 阵 函数 的 徽 分 与 积分 [简介 ) 
设 入 (一 [ay (0)。xn; 若 的 每 个 元 素 a, {DD (rrb 或 1oc) 


的 极限 存在 , 则 称 4( 妨 的 极限 存在 , 且 
lim AC) 一 《lini (zy ) en. 
车 as 0) 可 微 碍 一 1 mj 一 1 则 称 4 人 可 微 , 且 
d da, (2 
了 本 ( dt ) 
车 每 一 元 素 as(t) 在 [st;_ 上 可 积 , 则 称 各 (在 [5 如] 上 可 积 , 且 
站 Acpd 一 (fa wa) . 
对 收 敏 的 组 数 也 有 相同 形式 的 表 丢 式 和 收 仇 性 . 如 由 


ef 一 1 十 z 十 下 十 和 … 十 染 十， 
， ?2 。 


二 了 十 和 十 两 外 十 下 十 汪 和 十 (7. 36) 
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及 24 一 了 十 4 十 去 (4 人 晤 十 定语 (人 7 十 ……， (7.37) 
day 二 A 二 A 十 sr， 

dr tn 1)1 
即 


Ce) 一 Ae'*, (7, 38》 
这 里 矩阵 指数 函数 et ,e* 的 定义 及 其 导数 与 微 积分 中 有 关内 容 是 
类 似 的 . 


7.6.2 一 阶 线性 常 系数 微分 方程 组 的 矩阵 解法 
将 常 系数 线性 微分 方程 组 
和 == 此 11 到 1 | 他 12 到 2 ns 
er = Qa 十 Gatts 二 "十 aintns (7. 39) 
全 = An 二 Gna ts 十 a 二 anntt,. 
写成 矩阵 形式 为 
da 
Te = uw 了 CF, AD) 


其 中 下 = Gt pt) 和 二 (qo)axr 为 系数 矩阵 , 令 (7. 40) 式 的 
解 为 
UC= Cx, {7.41) 
(ue) = er ry ra yy 
将 (7.41) 式 代 人 (7.40) 式 得 
Ae x 一 A = eAY， 


化 简 得 4x 一 福 , 即 (7. 41) 式 中 4 为 人 4 的 特征 值 ,x 为 4 对 应 的 特 
征 向 量 , 若 和 可 对 角 化 , 则 存在 个 线性 无 关 的 特征 向 量 *:， 


即 
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mv 于 是 得 到 57. 40) 式 的 个 线性 无 闫 的 特 解 
Mi 一 ex He = ev Mm CX, 
它们 的 线性 组 合 
er 二 Caelers 二 "十 Cae (7,42) 


(其 中 性 ycs sc, 为 任意 常数 ) 为 (7. 39) 式 的 一 般 解 ,将 (7. 42) 式 
改写 成 矩阵 形式 


= CX . 四 + 


ent ] lc。 
和 记 e= (eiyceyrm yc) et =—=diag(el’ er ye ew) P= (CX Xe ss 


x ， 则 (7, 39) 式 或 (7. 40) 式 有 一 般 解 


下 一 Pe'te, £7.43) 
对 于 初 值 问题 
du 
CH An, 
中 " C7,44) 
下 [=0 一 tc. 
解 为 


n= Pe*Pp lm, {7.45) 
因为 ;一 0 代 人 (7.43) 式 得 c 一 PP !wo. 
例 1 如 图 7?.4 所 示 电 阻 .电容 线路 图 ,已 知 民 一 3, 玉 :一 
2( 单 位 为 DC =1,C: 一 2 单位 为 下) 开关 合 上 时 ,容器 Cl 上 初 
始 电 于 为 11VY ,右边 闭合 加 路 的 初始 电流 和 C: 上 的 初始 电压 全 为 
0. 试 求 : 开关 闭合 后 两 个 电容 器 上 的 电压 az 和 wi 与 时 间 i 的 函 
数 关 系 , 即 求 ww (2) 和 ws (2 
解 ” 由 物理 学 的 知识 可 知 ,电容 器 两 端 电 流 与 电压 的 甘 系 为 


da du . ,dus _ », duz 
di dr) TC 


zl = 
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1 3(2 9 一 2) 一 0. 
把 它 化 成 一 阶 线性 常 系数 章 次 微分 方程 组 的 标准 形式 
da 5 1 
Er 6 
| 坚 1 1 出 
dA 
初始 条 件 注 0) = 1], w(0)=0. 加 
以 矩阵 表示 中 ;名 有 即 得 
| 一 站， @ 
#0 = = (01,0)1, 
其 中 
一 576 一 172 
4 一 本 出 1 让 


先 求 特 征 值 和 特征 疝 旺 .由 | 好 一 4 一 0 得 4 一 一 La 一 
一 1712, 对 应 的 特征 向 量 为 妇 一 (3:.1)Txz 一 (2, 一 3)7， 
e+ 一 出 agfe ee P= (rk). 


由 (7. 45) 式 得 初 值 问题 声 的 解 为 
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即 
Cj ea) (oe) 
一 上 一 上 了 2 
网 二 RE 
为 所 求解 . 
例 2 解 线 性 常 系数 微分 方程 组 
和 一 Xi Ts 
5 一 一 4z 十 5zs， 
2 = Xl 十 273. 


已 知 初 始 值 为 : ID 一 zt0O 一 一 1 rs f《07 一 全. 
解 本题 的 初 值 问题 为 * 


全 
xf0) 一 mo 一 人, 一 1,2)7， 
其 中 
1 1 8 
息 二 一 4 5 |. 
1 0 2 
利用 附录 B 中 提供 的 方法 ,可 得 4 的 约 当 标准 形 , 部 有 可 道 
矩阵 
9 1] 
P= | 2 | 
1 1 1 
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2 DT 
P 'AP=J=|0 3 1 
0 0 3 
根据 (7. 45) 式 ,该 初 值 问 题 的 解 为 
x— Pep !x,, DD 
其 中 
ei 一 了 十 二 了 十 2 | ,十 Ce ， he 
(2 0 0 2” 0 0 
"=|0 3 1 | 一 |0 3 3°10 
io 0 3] 0 0 3" | 
将 国 式 代入 加 式 ,得 
ro 0 0 
el |0 ee te 地 
[Io 0 er 


再 将 中式 及 P,P-! ,x, 代入 合式 ,得 


Tit) a 1 2]f/e” 0 0 | 全 3 1 i 1| 
x= x= 0 2 50 ee | 5 一 2 0| 一 1 
Ta (CF) 1 1 1 oO el 2 1 0 2| 
(1 一 3t)e 
| 1— 6)e™ 
-20 十 (4 一 31) es 


7.7 不 相 容 方程 组 的 最 小 一 乘 解 
非 齐 次 线性 方程 组 


了 avzi 一 下 = 12, nN), C7. 46) 
+ 1 


7.7 不 相 容 方程 组 的 最 小 二 乘 解 
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或 一 站 

于 TT(,) 关 r( 丰 ) 时 称 为 不 相 答 线性 方程 组 ,在 通常 意义 下 疱 解 ， 
即 对 任意 的 <1, 均 有 A&x 关 DD; 因 此 Ax 一 8 二 0, 其 中 x 一 
表 水 nt 维 语 量 4x 一 Bb 的 模 . 现在 ,我 们 故 求 找 x, 使 得 上 Ax 一 | 
达到 最 小 ,或 使 


lb— Axrl: eo Sh Ser) 

达到 最 小 ,并 称 这 样 的 x 为 不 相 容 线性 方程 组 (7. 46) 的 最 小 二 乘 
解 , 为 求 最 小 一 琵 解 ,我 们 先 给 出 有 关 问 攻 在 子 空间 上 的 投影 和 向 
其 到 子 空间 的 和 昏 直 中 高 的 概念 . 

定 光 7.3 设 w,JER', 称 do, 丰 = 二 eg 下 为 @ 与 了 之 间 
的 距离. 着 @ 二 Cayas as) B= C6 出 
CE 有 一 lap 

yah) ta 一 久生 | 十 (oo 一 六 5， {7. 47) 

读者 不 难 证 明 , 这 样 定义 的 距离 .满足 三 条 基本 性 质 ， 

CD dla, = a oo). 

CD de, 户主 0, 等 号 成 立 当 有 旦 仪 当 == 负 《7. 48) 

i) dad tdiY.DD( 一 衣 不 等 式 ). 

定 半 7.4 设 &ER”,W 为 RR "的 子 空间 , 若 BEW, 且 (6 一 
下 上 环 , 则 你 且 为 立 在 全 上 的 投影 . 记 作 (Cow 一 PB 称 a 一 Bi 为 
站 到 环 的 垂直 臣 离 . 

定 浆 ?7.4 在 三 维 几 何 空间 中 的 刀 何 意 六 如 图 7.5, 图 7.6 所 
把 (图 中 宛 ， 是 入 的 一 维 千 室 间 . 厂 , 是 一 维 子 空 本)， 

向 量 在 子 室 间 上 的 投影 是 唯一 的 . 这 是 因为 ,如 果品, 天 是 a 
在 子 空间 环 于 的 两 个 投影 , 则 (一 下 ) 研一 有 哨 ) |_W ;因此 ， 
对 于 任意 前 YEW, 有 (8 -有 放 一 (Ge 一 到 .人 一 0 于 是 

BY) 一 CR) 


即 
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‘BB 一 起 +) 二 0. 
由 于 上 式 对 任意 的 YE 三 都 成 立 , 所 玉 甩 三 有 (如 有 果 贞 和 尖 丘 ， 
王 起 对 于 Y 一 外 一 皮 皇 有 克 ,就 不 成 立 )， 


op 


/ 


半 ?.5 图 7.6 


谱 入 ,二 让 | 3 入 。 ye RCA =L(m, + 二 的 列 
空间 ,显然 


BE R(4)e 有 一 TU 一 4， 
4 一 上 


定理 7.9 设 pER",6 在 R(A) 上 的 投影 Cb)rw 一 上 xz , 则 
x* 是 线性 方程 组 "AX 二 和 和 6 的 解 . 
证 由 于 (6 一 4z | RA), 所 以 对 民 ( 息 ) 中 的 任意 向 量 
BAx, 有 (Dp 一 Ax* ) | Ax, 妈 
CAx,b— Ar’})—=0, 


即 CAr)T (Bb — Ax'}—= XATp— Ar')—0. 
由 x 的 任意 性 ,有 和 16 一 Ax*) 一 0, 即 x 是 414Ax 二 4'8 的 解 . 国 
我 们 把 线性 方程 组 
TY 一 夺 I 瑟 ， (2?. 49》 
称 为 正规 方程 . 


定理 7.10 (0) 若 frCdv) 一 * 则 (7.49? 式 有 唯一 和 解 . 
“ii 车 rr)<r, 则 (7.49) 式 有 谍 穷 多 解 . 
证 (i 4I4 是 > 阶 和 矩阵 ,根据 riAT4) 二 fr(4) 二 ys{ 邮 第 3.4 
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革 和 例如 .所 以 正规 方程 有 了 唯一 解 , 且 解 为 


x* = (CATA 'ATHh. (7. 50) 
Gi 只 需 证 明 : rcA"A,A416) 二 rcA1A)( 留 作 练 当 ). [ 
推论 车 rc4) 二 s, 则 
(brn = Ax’ = ACA'AY 'A'BS—= Ph, (7. 51》 
其 中 
P= ACATA)Y ‘AT 
称 为 投影 算 阵 ,P 满足 ， 
(1) Pi 一 PLP 是 等 等 证 阵 );Gi) 下 :一 P( 卫 是 对 称 和 矩阵 ). 
《证 明 留 作 练 习 》. 


定理 7.11 当 r(4.:) 一 "时 ,不 相 容 线性 方程 组 4x 一 户 的 最 
小 二 先 解 x" 是 正规 方程 (7. 19) 的 解 , 即 x' 一 (4747) 'ATh, 

证 最 小 二 冬 解 x* 满足 ;对 一- 切 xE 3'， 

[bE—Ax" | 所 | 5--Ax|. (7.52) 

由 于 站 x* .AXERCGA), 当 Ax’ 一 Cb)rkow 时 , 即 (5 一 Ax*) | R(tA)，, 
5 一 Ax* 是 5 到 Ri4) 的 重 直 距离 ,满足 (7.52) 式 ,由 定理 7.9， 
x “是 正规 方程 的 解 ， 国 

例 弹簧 在 弹性 限度 内 的 炸 长 天 与 所 受 的 拉力 > 满足 关 
系 式 


y= 二 二 办 工 ， Gh 
试 由 下 列 数 据 , 确 定 弹 性 系数 友 
并 ein | 2.6 3.0 3.5 .3 
yiN | 0 1 2 3 
解 ” 将 表格 数据 代入 中 式 得 
a 2,68 = 9 
3.08 二 1， 
他 十 3. 5 本 一 2， © 


十 4. 3# 一 3. 
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记 作 A 二 
1 2.6 0 
] 3.0 i 1 
对 一 提 一 日 一 四 
其 中 1 3.5 * (,) 了 2 
1 4.3) 3 
名 式 是 不 相 容 线性 方程 组 ,其 最 小 二 乘 解 为 
x = (ATA) -ATY, 二 
1 2.6 
1 1 1 1 1 3.0 
TA 一 ( ) 
其 中 2.6 3.0 3.5 4.3/ |1 3.5 
1 4.3 
4 13.4 
加 43 ， 4 
_ 1 46.5 一 13.4 6 
ATh) = sa }， 4 | } 
( BA 13.4 4 7 一 \22.9 


民生 式 得 
oo 一 .326 
* 一 (= ( 1 739) 
所 以 弹 血 的 弹性 系数 5 二 二 1.739 牛顿 /厘米 ，, 

窝 将 实验 获得 的 一 批 数 据 (x,;y.) (i 一 1,2,…1n) 拟 合 于 一 条 
曲线 ,以 求 得 x,y 之 间 的 一 个 函数 yy 二 了 (zx), 常 采用 最 小 二 乘 解 
法 ,一般 步 又 如 下 : 

Ci 将 实验 数据 点 (zy ,i 一 1,2.…… ,na, 逐 个 描 在 坐标 纸 上 ， 
根据 点 的 分 布 状况 ,判断 xz,y 间 的 函数 类 型 .例如 :图 7.7 的 情 
襄 . 可 将 实验 数据 点 所 合 于 一 条 直线 y=a + 5bzx; 图 7.8 的 情况 ,可 
拟 侣 于 一 条 一 次 曲线 y= 二 a 十 Bx 十 cr? 十 dx. 

tii) 将 实验 数据 代入 选 定 的 函数 关系 ,得 到 一 个 非 齐 次 线性 
方程 组 , 例如 , 选 y 一 f(z) 是 mm 次 多 项 式 


7.?7 不 相 容 方程 组 的 最 小 二 柔 解 


了 
一 am 十 @ 工 十 az 全 十 十 ar 


其 J 
a rT 5 Ea 
图 ?7.7 图 7.8 


代入 实验 数据 (Cx,,y,) (1 一 1,2,…',m) 得 线性 方程 组 


A 二 了， (7, 53) 
1] TI zi 2 {ao 1 
] zz 2 ~ 
其 中 各 一 2 < ?i x 1 ， ， 一 2 
1 xe Ti 7 tm Ya 


通常 n 守 m: 且 (7.53) 式 是 不 相 容 线性 方程 组 .但 是 ,可 以 证 明 , 只 
要 rzzyez 互 异 ,就 有 7T(4) 一 和 ,因此 线性 方程 组 (7. 53) 的 最 
小 二 乘 解 为 
x Oo (dardsdn) = (ATA) ATYy, 

所 得 的 曲线 方程 ?一 as 十 az 十 六 十 anzr” 在 工程 技术 中 通常 称 为 
经 验 公 式 .这 个 经 验 公 式 是 在 假定 了 图 数 类 型 的 情况 下 ,用 最 小 二 
乘法 求 得 的 ,全 于 这 个 假定 是 查 符 全 实验 点 所 反映 的 客观 数量 关 
系 , 用 这 个 经 验 公 式 推 测 一 般 情况 下 某 个 > 值 对 应 的 ? 值 基 否 可 
靠 , 则 要 用 数理 统计 的 方法 做 进一步 的 研究 ， 

用 最 小 二 乘法 对 实验 数据 配 曲 线 , 函 数 类 型 是 不 易 确定 的 , 实 
际 问 题 的 函数 类 型 是 儿 种 多 样 的 ,并 不 局 限于 站 线 和 多 项 式 曲线 . 
有 时 将 实验 数据 点 Cz ysi 一 1,2, 汪 a 描 出 米 后 ;不 易 判 断 
3 二 的 了 注 数 形式 ,但 是 ,如 果 把 这 个 点 描 在 对 数 举 标 纸 .上 ， 
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即 令 
rr” = lgrsy' = lgys 
nd 则 ， 个 点 Czr ,yr ) 的 分 布 成 直线 
(如 图 ?7.9), 这 时 ,可 用 最 小 二 乘法 


将 个 点 (x ,yy') 拟 合 于 直线 


加 y a|he', 


即 lgy = a + hgz, 
2 于 如 令 a 一 lgc* 从 而 求 得 
了 一 cz 
图 ?.9 可 ， 
这 就 是 个 点 (zx,y.) 所 所 全 的 最 
小 二 乘 曲 线 . 


习题 补充 题 答案 


习题 
1， 设 一 群 动物 分 成 两 个 年 龄 组 ,每 个 年 齿 组 的 区 间 长 认为 1 年 ,其 


Lcslie 矩阵 为 
1 175 
工 一 | ) 
] 2 on 


若 起 区 时 第 1,? 年 龄 组 动物 半数 分 别 为 100 和 10, 问 :5 年 内 两 个 年 龄 组 的 
动物 每 年 上 递增 多 少 ? 武 物 总 数 递 增多 少 ? 并 求 过 了 整 3 年 , 贞 组 动物 的 分 
在 比例. 

2.， 设 一 群 动物 分 成 4 个 年 龄 组 ,最 大 年 龄 为 83 岁 ,已 知 ; 生 育 率 a; 一 D， 
a 一 20.9,6; 一 15/32,a4 二 0; 存活 率 记 一 9710. 机 -879,5 一 718; 开 始 时 ,种 
组 动物 头 数 均 为 100. 问 : 8 年 内 ,等 珊 两 年 各 年 龄 组 动物 和 4 组 动物 总 数 分 
别 弟 增 ( 减 ) 多 少 ?” 并 求 1+ 组 动物 的 分 布 比 例 . 

3. 求 下 列 Leslie 矩阵 的 竺 征 值 及 严格 成 势 特 征 值 ,并 求 相 应 于 严格 优 
势 特 征 值 的 特征 向 量 . 
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E 5 25 
0 守 0 0 如 
(1) | 全 0|， (2) | 本 0 | 
5 5 
3 3 
[时 总 0 4 总 
20 15 
各 一- = 0 
9 2 {1 13 1} 
6 2 4 
2 go 0 0 
iu 办 
《3) 3 (| 0 0 
0 0 0 
9 1 
0 一 0 
7 4 
心 心 机 a 


4. 设 动物 群 的 每 个 年 龄 组 的 年 龄 区间 长 度 为 1 第, 其 Leslc 定 阵 为 上 
题 的 (2).03),(4). 问 ; 

(1) 大 年 以 后 ( 充分 大)， 动 物 总 数 每 年 递增 多 少 ? 各 年 龄 组 动物 各 占 
总 数 百 分 之 儿 ” 此 时 的 年 龄 分 布 状 沈 与 起 始 分 布 有 无 关系 ? 

{2) 对 丁 上 题 (3) 中 前 工 算 是 ;已 知 起 始 年 龄 分 布 向 量 x 一 C100,100， 
100,100)7 , 试 求 x ,x ,x ,x ,并 计算 每 年 递增 百 分 之 几 ? 

5， 对 第 3 题 中 的 工 和 矩阵 , 求 奖 再 生 率 天. 

#. 证明, 人 口 增长 过 程 完 人 当头 世 后 ,(1) 人口 总 数 增 加 当 且 仅 当 兆 表 生 
字 民 之 1:(2} 人 口 总 数 减 少 当 且 仅 当 净 再 咎 率 RR 二 1. 

7. 某 坦 男女 生 在 节日 互 赠 贺 卡 .初始 每 位 女生 互 赠 贺卡 , 男 和 持 不 参加 赠 
卡 .以 后 每 次 节日 辫 生 收 到 来 白 交 生 和 男生 赠 的 贺卡 各 占 ?CW 和 30 如, 盎 生 
收 到 来 自 出 牛 和 玄 生 的 贺卡 各 占 80 所 和 加 匠 . 问 经 过 半 次 节日 , 身 女 后 收 到 
贺 上 的 概率 为 多 少 (mr 一 1，2,…5, 及 mcc)? 

8. 荣 借 节 长 可 从 3 家 图 书馆 出 借 图 书 . 读者 借 书 初始 概率 向 量 xt0) 二 
013:0)14 转移 概率 为 


0.8 0D 3 02 
P= Io.1 0.2 0.6|, 
.1 On 0.2 


问 + 次 借阅 (x 二 1,2,…,5,mn>00) 后 .该 卡 从 和 餐 家 汕 书 馆 借 阅 的 杠 率 为 名 少 ? 
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9. 讶 于 是 阶 概率 转移 矩阵, 若 中 的 每 行 行 和 都 等 于 1( 称 每 行 行 和 与 
每 列 列 和 均 为 1 的 非 负 和 矩阵 为 双 随 机 算 阵 }, 辣 它 的 稳定 概 滨 问 量 是 什么 ? 

10， 有 m 个 城市 5 5 在 时 新 5 一 0 让) 宗 气 污染 的 店 度 为 
人 到 + 十 1 其， 的 污染 物 扩 艾 到 ;, 前 比例 为 pt0 守 py 志 1) ;扩散 到 
mm 一 3 了 3) 的 污染 物 被 明 收 ,5_: 1's ve 的 概率 转移 项 阵 沪 
173 1:3 D 
站 173 2/3 
173 13 173 
求 污染 物 从 第 j 了 个 位 =r 一 2ymm 一 1.8) 城 市 出 发 被 某 个 城市 县 二 lr) 
吸收 的 平均 转移 次 数 等 于 密 少 ? 

1， 下 列 直 接 消 耗 人 矩阵 C, 算 星 了 工 一 双星 否 可 逆 ( 检 查 是 而 满足 条 件 
{7,290)7 


0.8 0.1 
| 让 (2) 
0.3 0.6 


P;: = 


0.10 0.25 0D.25 


O70 VQ.30 0D,25 
4 
0.15 v.05 9,25 


DT 0.4 0.3 
0.2 0 4 0.1] 

12. 由 上 建 师 .电气 师 和 机 械 师 3 人 组 成 -个 技术 服务 社 . 他 们 商定 ,每 
人 收入 1 元 需 他 人 提供 的 服务 数 为 ， 电 "机 ?给 " 土 ” 的 分 别 为 0.1 元 :0.3 
元 :十 "“ 机 ”给 “ 电 ” 的 分 别 为 0.2 元 .0.1 元 ;十 ”“ 电 ”给 “机 "的 分 着 为 
0.3 邱 ,0.4 元 .各 人 不 必 为 自己 提供 服务 数 . 如 在 一 段 时 间 内 多 十”…“ 电 ”、 
“加 ?3 人 为 外 部 服务 的 收 人 分 别 为 500 元 .700 元 ,600 无, 问 这 段 时 间 内 ,每 
人 实际 收 人 各 是 多 少 元 ? 

13. 己 知 由 3 个 企业 组 成 的 某 经 济 系统 ,在 - -个 生产 周期 内 的 言 接 消耗 
系数 短 昨 C 及 系统 外 部 需求 向 量 4 为 


0.7 0.3 0.2 
{3) - 


0.2 0.1 0.21 75 | 

| 
C= 10.1 9,2 0 2， d= |1201， 
0.1 3.1 0.1) 225 | 


17 求 各 企 中 的 总 产值 ri zi 1 ; 
(2) 求 各 企业 消耗 其 他 {包括 自重 ;企业 的 产值 数 ro( 即 第 了 个 企业 消耗 
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第 : 个 企业 的 产值 数 .1,7 二 1,2,3) ,及 各 企业 的 净 产 值 = (一 1,2,3). 

14， -个 包括 3 个 部 门 的 经 济 系统 ,已 知 计 划 报 告 期 直接 消耗 系数 守 
阵 为 
D20 区 0,3125 
0.14 0.13 0.25 
0.16 0.50 0.1875 

《1) 如 外 部 需求 向 量 4 一 (60.55.120)7 , 求 各 部 门 总 产值 . 

《2) 如 儿 部 需 汶 向 量 2 一 (70.55,12n0) , 求 各 部 门 总 产值 . 

1s，5 个 城市 之 问 的 铁路 线 和 连接 以 邻接 失 阵 峙 表示 , 民 知 ms 一 er 一 
a 二 24 二 Qs 二 1 其余 的 为 堆 , 试 表 出 图 . 癌 任 何 两 城市 之 间 可 再 经 铁路 
连通 ? 

16, 5 支 是 球 队 的 锦标 赛 ,每 两 队 只 赛 -次 ,结果 为 : 六 胜 B.C,D;B 胜 
CE;C 有 HD.E;D 有 BB;F 胜 A,D., 

C1) 画 出 比赛 结果 图 ;给 出 邻接 第 阵 MM; 

《2) 评 出 5 支 球 队 的 名 次 ， 

17, 年 初 -对 小 兔 (一 肉 一 给) 一 个 月 长 大, 至 第 -月 就 繁多 出 一 峻 -… 峻 
的 一 对 小 免 , 以 后 几 成 熟 -对 就 繁殖 出 雄 几 一 对 小 印 , 问 -年 半 语 共有 包 少 
对 印 子 ? 

18. 一 失察 蜂 由 蜂 房 A 由 到 第 > 号 蜂 房 ,每 深部 从 一 个 蜂 房 息 向 右 仙 邻 
近 的 蜂 房 而 不 会 道行 (向 左 ). 问 有 多 少 神 不 同 的 帆 行 方式 ? 


全 一 


9， 用 和 矩阵 方法 解 递归 关系 式 : 
ts 一 Wat FEu i 0 wl1, 


20.， 设 数列 ia 1; 0, 于 ,本 ,总 , 二 ,党 从 第 三 个 数 起 ,每 个 数 是 前 两 
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个 歼 的 平均 值 . 灵 


ons = 于 (ar 于 ai)， 二 一 0.1,2，， 


昌 ee 一 0val 一 于, 试 求 os ,并 求 mm 的 极限 信 ， 
21. 能 一 阶 线 性 常 系数 齐 次 微分 方 各 组 的 初 值 问题 


du 1 gq 2 1 
A, 
1 A=|0 1 2 |,， w= | 
WO0) = ue,. 2 2 -1 9 
(2) 方程 同 (1) ;其 中 
o 0 4 1 1 
0 0 1 4 0 
和 症 一 + WY 一 . 
< 10 1 
140 8 0 
22， 求 上 列 线性 往 分 方程 组 的 一 般 解 : 
d: , 。 d ， 
= + 2 ry = dres 
dts dz 
(1) 有 一 2 十 27r,， (2) 一 37 十 4rs 一 da， 
dz 也 
rb rt 


23， 求 线 件 方程 组 4x 一 z 的 最 小 二 乘 解 ,并 求 向 量 天 在 年 阵 生 的 列 空 


向 民 (4) 上 的 投影 向 基 和 上 到 屎 (4 的 距离 . 


i 2 1 
1) 和 一 |1 1|, 58=| 21|. 
LO 1 --1 
1 1 一 上 91 
一 1 一 ? 1 5| 
C21 和 ， = 
0 1 -1 0 
如 0 1 | 
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= 


一 


0 
1 

1 \ 1 

求 : (1 二 在 工 (m ,es 上 的 投影 问 量 和 中 到 了 Con 7 的 咖 离 ; 

《27 二 在 二 (人 ,上 的 投影 向 是 和 六 到 二 (es oa ve 的 茵 离 ， 

25， 还 明 ;投影 年 阵 一 4f454) -AT 是 宪 等 的 对 称 和 矩阵 , 即 吕 :一 卫 ， 
一下. 

"26. 设 


1 x Ti 7 

证 明 ; 当 n>m 时 , 秩 轨 二 m 十 1 的 先 要 条 性 是 二 zzo 中 至 消 有 于 十 1 
个 互 不 相同 ， 

27,， 求 拟 合 于 3 个 点 (0,0),(1,2),(2,7) 的 最 小 二 葬 直 线 . 

28， 求 拟 合 于 4 个 点 (0,1),(2,0),(3,1),t3,2) 的 最 小 二 业 直 线 . 

29， 用 最 小 二 和 履 法 ;将 4 个 点 <2.0) ,53, 一 10),55, 一 48), (56, 一 76) 拟 合 
于 二 次 多 项 式 曲线 ， 

30， 用 最 小 二 乘法 将 5 个 点 ( 1 一 14)1(0, 一 5),(2， -22),(1, 一 4)， 
{2,1) 拟 合 于 三 次 儿 项 式 曲 线 . 

31， 基 商店 在 某 年 的 前 5 个 月 的 营业 暂 曲线 为 二 次 密 项 式 曲线 ,已 知 前 
5 个 月 的 营业 类 为 4.0,4.4,5.2.6.4 和 8.0 方 元 .试用 最 小 二 羔 法 求 营业 额 
曲 问 ,并 估计 12 月 份 的 疹 业 新 . 

32， 由 牛顿 第 二 定律 可 得 到 , 物 悼 在 地球 去 面 附 近 乱 直下 落 的 这 动 方 
程 海 


1 
| Wf 一 本 


利用 这 个 方 牺 , 通 过 实验 测定 8, 已 知 实验 数据 为 : 
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.4 
2. 48 


试用 最 小 二 飞 法 求 & 的 近似 值 


补充 题 


33， 和 生物 的 外 部 表征 由 人 性 内 两 个 基因 (4,z) 组 成 的 硅 因 对 44 ,4ayaa 
所 确定 .例如 3 种 某 因 对 确定 某 种 花 的 3 种 颜色 , 常 浴 色 体 的 遗传 是 .母体 双 
方 各 自 的 两 个 慧 因 等 可 能 地 遗传 给 后 代 一 个 ,因此 母 林 基因 地 与 后 代 林 因 型 
的 关系 如 下 表 : 


母 休 ( 双 方 ) 基 因 型 
六 A 


AA -AAAA 一 4a 


(1) 设 某 植物 有 3 种 基因 型 , 刀 果 它们 总 是 都 与 Ma 型 结 台 进行 繁 将 , 问 
繁殖 到 第 # 代 时 ,3 种 基因 瑞 植 物 占 总 数 的 自分 数 au ie。 各 为 和 多少? 并 求 
其 极限 盾 ,〈 恨 定 繁殖 开始 时 的 初始 分 布 凡 ao ,和 ee 呈 ee 十 加 十 mm 一 1 )》 

(21 在 (1) 中 的 植物 ,如 果 初 始 时 者 与 44 型 铺 台 ,第 一 代 部 与 4a 型 铺 
合 ,第 二 代 丸 者 与 44 型 银 合 ,如 此 交替 下 去 , 求 as, 名 ,cs 此 其 慨 限 值 . 


答案 


F. A= {0 3 0 PIT, x = 0. d450 SEI ,x = (CO. BET .0.11937T , x, 一 
ED. BD, 4 (nS 11). 


8, T={0,.3.0,2.0.57 Tk; = 0. 533,0, 240,0, 22727 ,x, = 亲人 34,14， 
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1337。 多 l/m, 14，y 一 (ay lyyn) 一 (9 ,141527723， 
15， 可 逆 和 矩阵 忆 中 p=0;p1 一 0,(i 交 3) 其 宗 为 1. 
16, 六 BC,D.， 17, 第 18 个 月 有 2584 对 . 18, 工 ,, 
19. 于 (和 十 (一 划一) 
23. {1) (一 9711,5711)7 (1 4 一 137i 2. 
《2 (0y,172,3A4)T 【一 1,1 ,一 1.1)73V3. 
24. (17 (C50.9,9)T; v195. C2) (C0.4,.6,6)7; v67. 


26. 利用 范 攻 崇 行列 式 的 结论 . 
27. y=?7x/2—1/2. 了，y 一 76 十 273. 


附录 A 


内 积 空间 ” 埃 尔 米 特 二 次 型 


在 节 "中 ,不 仪 有 线性 空间 的 加 法 和 数量 乘法 运算 ,上 而且 还 是 
基 了 内 积 返 算 , 使 向 其 具有 几何 上 典 量 性 . 向 量 的 度 基 性 质 在 分 析 、 
儿 人 等 许多 问题 中 是 不 可 缺少 的 , 因而 ,我 们 有 必要 对 -- 届 的 实数 
域 和 复数 域 上 的 线性 空间 ,定义 内 积 运算 ,使 之 成 为 内 积 空 间 . 我 
们 和 将 在 附 下 各, 上 中 讨论 实数 域 上 的 内 积 空间 ,在 附 亚 A.3 中 讨论 
复 内 积 空间 ( 西 空间 ). 


A.1 实 内 积 空 间 欧 氏 泽 问 


在 线性 空间 的 定义 中 ,集合 是 抽象 的 ,两 种 线性 运算 也 是 抽象 
的 ,运算 由 性 质 来 约定 , 因此 在 抽象 的 线性 空间 中 ,也 是 巾 性质 米 
约定 内 积 运 算 . 

定义 1 设 V 是 实数 域 叶 上 的 线性 空间 ,我 们 对 V 中 任 两 个 
向 量 a ;8 确定 一 个 实数 Ca,8) ,如 果 它 具有 以 下 性 质 ， 

{i) Ca.B)= tha); 

(li) Cha BI=kta,B); 

Cii) (ae 十 有 7 ) 一 (ay 十 [7 ); 

(iv (ea :20 等 导 成 立 当 理 仅 当 a 一 小 
其 中 m,8,y EV ;ER ,就 称 Ca,8) 必 a 与 凡 的 内 积 .在 实数 域 上 上 定 
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尺 了 内 积 的 Y 称 为 实 内 积 空间 ,有 限 维 实 内 积 空间 叫做 欧 几 里 得 
{Euclid) 空 间 {( 欧 氏 空 间 }. 

定义 中 性 质 (i) 表 明 内 积 是 对 称 的 ,因此 与 0i), (ii) 相 汽 的 
就 有 : 


(arkB)— (CRBsa) = klBray =— ktaspB); 
(CaP+Y¥)= (B+Y ,a) = (Ba) (Ya) 
= taB) + ta,y), 
在 性 质 (ii) 中 取 & 一 0, 就 有 (0 有 ) 一 0. 所 以 线性 空间 中 任 信 元 
素 与 零 元 素 的 内 积 都 等 于 零 . 
根据 内 积 定义 的 第 (iv 条 性 质 , 我 们 可 用 内 积 定 义 问 及 的 
长 度 . 
定 及 2 实数 域 上 的 内 积 空间 中 同 量 =a 的 长 度 定 浆 为 
Fa = (ava), 
例 1 两 个 重要 的 实 内 积 空 间 
(iD) 在 "上 定义 内 积 为 
(Ca) oo— ab teasbs it | as (1) 
其 中 上 -fa es ea 一 (人 
穿 易 验证 (1) 式 满足 内 积 的 4 条 性 质 , 立 " 关 于 这 个 内 积 就 构 
成 一 个 闫 维 欧 氏 空间 ,这 个 内 积 称 为 及 "的 标准 内 积 , 此 时 ,向 昌 w 
的 长 度 


| ae | = 一 v 旺 十 时 十 十 cs 
(i) 在 区 间 [a, 如 上 - 切 连续 的 实 值 响 数 构成 的 线性 空间 
人 fa 打上 .yzygcECta 可, 定 尽 
(eg) = | reescnydz、 (2) 
(2) 式 是 fz) 与 gtx) 的 内 积 , 因 为 它 满足 内 积 的 4 条 性 质 . 
下 面 验 证 满足 第 ii 条 . 
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设 FeB 赤 所 Ce , 则 
(fF gh) = | Cex) + gr RC dr 


ro 
= | CFOR RCT) 十 县 区) 页 (了 dz 


mp b 
=| fra dr + | ez)hCz)dz 


一 【了 站) (gy, 
这 个 内 积 称 为 CLa,8] 上 的 标准 内 积 ， 
在 及 "中 定义 内 积 的 方法 不 是 瞧 一 的 ,例如 ,下 面 的 例子 给 出 
及 中 的 另 一 种 内 积 ， 
例 2 在 及 "中 ,对 任意 的 ae = (al ,az) 8 一 (B11B4) ,定义 
ap) = ab — db — tbs + Babs (Cx) 
容易 验证 它 也 满足 内 积 的 4 条 性 质 ,我 们 验证 第 (iv) 条 : 
(gra) C= a Bans 3 = (ao) + 2a 0， 
其 等 号 成 立 当 且 仅 当 a 一 4 二 0; 即 a 一 小 
页 5* ) 式 也 是 及 ?的 一 个 内 积 , 此 时 向 量 e 的 长 讶 外 a | 一 
关于 这 个 内 积 , 对 a 一 (1,0) 和 一 ( 廊 , 方 ), 有 


fall= BI =1,(,8)=0. 

实 内 积 空 间 的 距离 同 RR" 标 准 内 积 所 定义 的 距离 有 相同 的 几 
何 解 释 . 

定理 1 若 V 是 一 个 实 内 积 空间 , 则 对 任意 的 a,8 EV 和 AiE 
这 ,有 : 

ci) laa | =14l el; 

《ii tas8) | 志 上 a 8 | ;( 柯 西 - 施 瓦 敬 不 等 式 } 

Gi) at+8B 1 所 a 十 上 81 目 ， (三 角 不 等 式 ) 
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证 《io ae | =v Aada =A ea) = IA tae ) 
=|4| la |. 

{177 (ii 的 证 明 与 正文 4.2 节 中 相同 结论 的 证 明 是 一 样 的 . 

把 柯 上 由- 施 瓦 落 不 等 式 应 用 于 内 积 空 间 Cla;5j, 可 以 得 到 以 
F 不 等 式 

[ewanar|< (| Penpar) (Tare)dr) . 

证 明了 柯 西 - 施 瓦 芯 不 等 式 , 我 们 就 可 以 用 内 积 定义 两 个 向 
量 的 炎 角 ， 

定 多 3 对 于 实 内 积 空间 Y 中 的 两 个 非 堆 向 量 a ,PB ,定义 其 
夹 角 


(oP) 
《站 9 内 》 一 3 一 一 一 一 一 
apy = arccos Tal ha 


最 然 , 当 且 仪 当 (a,8) 二 0 时 两 个 非 零 向 量 e, 有 相互 垂直 . 由 
于 零 向 量 与 任何 向 量 的 内 积 等 于 零 , 所 以 我 们 也 说 零 向 量 与 任何 
疝 量 正 交 ,于 是 有 下 而 定义 ， 

定义 4 实 内 积 空间 V 中 两 个 向 基 x ,8 ,如 果 (e 有) 一 0, 则 称 
a 与 上 正 交 , 记 作 a 18. 

例 3 对 Cl 一 1 E 给 定 的 标准 内 积 . 证 明 函 数 


Pr 一 rr， 已 Cr) 一 az 1 


是 正 交 的 .并 求 它们 的 长 撤 . 

证 

(PI.P) 一 | (z PCzydz = #| 37 — x)dr = 0, 
国 此 疡 和 了 是正 交 的 ， 

一, 的 长 度 为 


rr 1 一 5 
| P. | =- P(x)dr = 7dx = 
-1 -1 
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P: 的 长 度 为 


| P， | = Pezcodz - 


A.2 度量 拓 阵 和 标准 正 交 基 


对 于 一 个 n 维 实 线 性 空间 VV, 要 在 其 中 确定 内 积 (a,8), 只 要 
确定 - -组 基 间 的 内 积 就 行 了 . 
设 1 ez，…e} 是 Y 的 一 组 基 , 且 
《有 有) ise f= 2, (3 
对 VW 中 任意 耳 个 元 素 { 向 量 ) 
i 
B= yeit yrs "二 YE 
由 内 积 的 性 质 得 
Ca B= Cmte 十 工 ?E? 十 …… 十 Te YET yer 二 yn,) 


一 DD ee ) xy 一 YY 下: 一 人 Dasy, 
r=1 1=1 


i=1 J- 1 r= =] 
V1 
交 
Ma 
一 D xiaa tL2 sa) » 
t=1 = 
Ja 


Hl Hl YL 


da "Ham - 
2 7 辆 = x (4) 


一 {zl ro sr 
inl 经 只 an dr 
其 中 : X= (Cri Ks Ts 和 ¥= Cy ys yn 分 别 是 向 量 & 


和 和 户 症 基 {e1 "E22 下 的 化 标 向 量 ; 
上 一 CAs iown 一 CB: y€E)) Dvn (5 
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称 为 欧 氏 空间 在 基 {si,ez,…':s,} 下 的 度量 矩阵 ,简称 基 1e，， 
sa 8) 的 度量 矩阵 . 由 于 内 积 具 有 对 称 性 ,所 以 度 基 和 定 阵 上 是 
实 对 称 宇 阵 . 上 面 的 讨论 表明 ,知道 子 欧 氏 空间 一 组 基 的 度量 矩阵 
4, 空 间 中 任意 两 个 匹 素 g 与 8 的 内 积 , 就 可 以 通过 其 坐标 向 量 按 
(4) 式 x'4y 来 计算 ,因而 度量 矩阵 完全 确定 了 内 积 ， 

定理 2 欧 氏 空间 中 两 组 不 同 基 的 度量 矩阵 是 合同 的 . 

证 设 基 1Es: es} 的 度量 和 矩阵 为 4, 将 65? 式 中 的 和 4 形 


式 地 表示 成 以 向 量 ( 不 一 定 是 及 "中 的 向 量 ) 为 元 素 的 矩阵 的 冬 
积 , 即 
二 1 
所 > 
A= | ，| (ees), OD 
它 ， 


这 里 作 握 和 阵 乘法 时 ,e, 和 E, 相 乘 是 指 内 积 (s,,e, ). 
设 基 19 :要 ,的 度量 矩阵 为 


?1 
有 一 本 C1 加 
nn 
基 {[&; .82 到 荡 { 和 1; 和 的 过 渡 逢 阵 为 C, 妓 
《了 + 一 【二 4 所 ss) Le 
将 鲍 式 代 人 人 名 式 ,得 到 
€| 
B=0 “2 CR Es EO = CAC, 地 
华 。 
故 4 和 下 是 合 间 的 , 加 


例 4 设 D 了 1 二 C1,0;0,0) 2 二 《C1110,0) :一 
(313130)T 94 一 (191,1,1)7, 求 这 一 组 基 的 度量 和 矩阵 ,并 求 
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女 =- 时 ;十 和 ?十 下 :十 将 4 
B= WY: 二 从; 
在 标准 内 积 下 的 内 积 ta,6). 
解 很 明显 {9 31,92193: 了 1} 为 全 ' 的 一 组 基 , 因 此 ,在 


基 { 有 1 区。 3 ,4) 下 的 度量 矩阵 为 
《1:1) ‘1+ 《3?1， 73) 《村 1 :四 4 


一 (92117) (W202) (32 有》 PE 
C501) CW) Ca) (Fs) 
(A (A [A (4s) 
1 1 1 1 
1 2 2 2 

1 2331 
1 2 3 4 

1 
—1 

故 有 (ay 月 ) 一 (1 1, 1 1 各 1 一 6. 
0 


也 可 用 定理 2, 设 全 1 ,sz ys 164} 为 自然 其 , 则 {el | 
4 se :1 ,区 4 的 过 小 矩阵 为 


1 1 1 1: 
o 1 1 1 
必 一 1 
0 有 0O 1 1 
oo 0 0 1 


x 已 知 自然 基 的 度量 短 阵 为 1 所 以 基 {71,…,¥1) 的 度量 短 
阵 上 =CTIC=CaC. 如 此 即 得 


1 1 
一 1 | 一 
(ae;B) 一 (1 ,1.1 1) 帮 ] = (DOC 1 一 6€. 
站 总 


a 


A.2 度量 给 阵 和 标准 正 交 基 
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如 果 例 4 只 求 内 积 ta,8), 更 简便 的 方法 是 由 
于 二 从 十 敌 2 十 第: 十 守 一 《4,3,2,1》， 
B= ys? = (10,1,0), 
立即 可 得 (a,8) 一 4Xx1l 十 2X1=6, 
此 外 ,根据 内 积 的 性 质 Civ? ,对 于 任意 的 非 零 向 量 w《 序 在 基 
ferret i 下 的 誉 标 向 量 x 天 如， 有 
{oe) = XAxX > 0, C6) 
因此 度量 矩阵 4 是 正定 的 . 
我 们 在 正文 6.4 节 中 讲 过 ,正定 矩阵 一 定 人 台风 于 单位 矩阵 , 即 
对 于 正定 矩阵 4, 存在 可 道 和 矩阵 C, 使 得 
CC 一 工 
因此 ,由 定理 2 可 知 , 欧 氏 空 问 中 必 存 在 满足 关系 
《ai ye) OC (EL Ess EC 


的 一 给 基 fai ra ;其 度量 矩阵 为 单位 和 矩阵, 即 


(oa,) Ca,a:) "0* Coa) 了 
(os :a1) (os 4 次 "= Ce __ 1 . (7) 
(Oa) ads) Ca 0) 1 
于 是 
1 一 
| -1 Er 一 1 ,2 7. (8) 
OF Ei; 


定 灸 5 设 aiayr， 和 oa 是? 维 欧 氏 空间 VW 中 的 个 向 量 ,如 
果 a, sa, 满足 (6) 式 ; 则 称 {a1 ,qs:，*… as} 为 标准 正 交 基 . 

由 于 标准 正 交 基 的 度量 矩阵 是 单位 矩阵 ,因此 当 向 量 «,8 在 
标准 正 交 基 下 的 坐标 向 量 为 x 和 y 时 .其 内 积 为 (a,8) 二 x y. 以 
前 在 及 "中 定义 韵 内 积 , 正 是 在 这 种 意义 下 的 内 积 ( 妈 把 尺 * 中 的 向 
基 自 身 作为 自然 标准 正 交 基 feiy,sz,…ev) 下 的 坐标 向 量 ), 所 以 
有 时 也 把 它 称 为 标准 的 内 积 . 
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从 二 面 的 讨论 过 程 中 可 知 ,在 一 般 的 欧 氏 空间 中 ,一 定 存 在 标 
蕉 正 交 基 . 至 于 如 何 求 得 一 组 标准 正 交 基 ,我 们 仍 采用 施 密 特 正 交 
化 方法 [读者 不 难 证 明 , 这 个 方法 也 适用 于 一 般 的 欧 氏 空间 )， 

例 5 在 下 [cj = fan 十 册 工 十 本 下 |aoyeso 短 退 中 定 立 
内 积 


1 
Cfg) 一 | Firigtr) dr. 
0 


求 吕 [zj 在 区 间 L0,11 上 关于 该 内 积 的 一 组 标准 正 交 基 . 
解 ”容易 验证 fo 一 1 广 二 Xx, 所 二 x* 是 中 Lxj; 的 一 组 基 . 用 
施 密 特 正 交 化 方法 可 由 这 组 基 求 得 RR [zj 的 一 组 标准 正 交 基 . 
先 正 交 化 : 取 


] 
8s= fo=1, go 中 — {go pn} 一 dz 一 ]， 


CF Eo) 1 1 四 1 
= 太一 六 : :op 一 了 一 二 (| .cldz) 1=z 一 寺 ， 


pT 3) dr= 1(z 上 ) 用 = 二， 


‘fr 17 Cfs 80) 


82 fi Cp sg)®! (gn ,ga Ie? 

一 Xx? 一 12(z z 一 守 )| 也 (一 到 jdz 一 | 2 - ldzx 
1\ 1 ,Ll 

7 (<~ 2 ) 3 TT 18 

1 ] 
-| go = Cg rg) = | {x 充 十 6 ) dr = T8506: 
再 单位 化 ,得 

po=go/g l=1, 
pi = g/g = v2r— 1), 


pz = gat Dg: 一 w5(6x 一 6r 十 1)， 


A.3 复 向 量 的 内 积 再 室 赣 


如 pr ,pi sp; 是 下 Lzh 的 一 组 标准 正 交 基 . 它 是 六 [zh 中 关于 52) 
式 内 积 的 一 组 标准 正 交 和 多项式， 看 
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A.3 复 阿 量 的 内 积 酉 空间 


本 市 介绍 复数 域 上 线性 空间 的 内 积 种 酉 空间 . 
定义 5 设 Y 是 复数 域 C 上 的 一 个 线性 空间 ,我 们 对 站 中 任 
意 两 个 向 量 e ,8 确定 一 个 复数 Ca,B) .如 果 它 具有 以 下 性 质 : 
(i (ay 有) 一 (ay 
(1i) Ra .8)— Eka,p); 
《ii 《ea 十 BY 一 (Ca 7) 十 《有 YI) 
《iv) 《ea ) 之 0; 等 号 成 立 当 且 仪 当 & 一 0. 
(其 中 a, ,7 EV ,REC) ,就 称 (e,8) 为 与 请 的 内 积 , 并 把 这 个 复 
数 域 上 的 线性 空间 Y 称 为 西 空间 . 
必须 注意 , (a,&8) 一 CR 有 8a) 一 k(Ba) 一 k(ta,p), 
(0.81) 一 (0a8) 一 0(a 8) 一 0. 
例 6 设 列 向 量 a 二 《alyaz yas) 和 月 一 (后 是 
n 维 复 向 量 空间 C "中 的 任 两 个 向 量 ,我 们 定义 «1:8 的 运算 为 
{a,b) = ab asbs Tt" | a, (9) 
则 (9) 起 所 定义 的 运算 为 内 积 . 
解 ”显然 (e,6)= Ta .由 (9) 式 ,得 
(Bo) = a 二 sb 十 2" 十 aD 
二 Ba 二 Bas 十 -十 如 a 一 ta.B). 
于 是 性 质 () 成 立 . 
性 质 人 il 和 性质 (iii) 的 验证 比较 容易 . 这 里 再 验证 性 质 (iv)， 
因为 


【〈 克 ,次 》 一 Qaida! 二 aads 十 "™" 十 asaw， 


其 中 人 和 ,一 12 所 以 (aa3230. 用 (ay 7 一 0 当 
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且 仅 当 |a， | =0 11 二] ,2 ,7 即 e = (a #2 sd) =0. 
由 性 质 (iv) ,我 们 可 以 定义 复 向 量 的 长 度 . 
定 久 7 设 x 为 酉 空间 Y 中 的 一 个 向 量 , 则 定义 < 的 长 度 


| a = (eae), 
以 下 我 们 用 1.… | 表示 复数 的 模 , | … | 表示 复 向 量 的 长 度 (或 


称 范 数 ). 
定理 3 对 于 任意 两 个 ec,8 ER " ,都 有 
(CaP | 雪上 a | 1181( 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 )， 
ci a+B | 和 |a | 十 上 让 (三角 不 等 式 ). 
证 (i) 当 及 = 一 0 时 , 柯 西 - 施 瓦 车 不 等 式 显 然 成 立 . 当 
8B 关 0 时 ,有 
(at+ RB rat kB)y = (asa) | | BP) + EB ) + ke,B). 
由 于 式 中 有 ae, 8) 一 上 (Ba ) 一 上 (Ba ), 又 共 罗 复数 之 和 等 于 其 实 
部 之 和 , 即 z 十 z 二 2Rez. 于 是 上 式 可 写成 
Ca RB,at RB) Casa) +| k|* BB) + ?IRet ka,P)} 
— |al:+l*|: ll BI:+2Rete(e.B)) 


= 0. (10) 
取 
(CapB) 
= Tar 由 
2 | (a,P) | 
则 1 用 一 区 二 四 
7, a {tapB) ek 
Ace = TR) TB 3 
将 加 ,加 式 代入 (00) 起, 即 得 
1 ez Be |, 
坝 | ep) 二 all8l 


等 号 成 立 , 妆 日 公 当 上 十 &B 一 0, 即 a,8 线 性 相关 . 
《iiy 在 (10) 式 中 , 取 久 二 1, 利 用 Retla.B)) 志 (ap)1 专 
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上 Te 上 上 让, 就 得 
hatBl:= (et+p,at+B) 
守 Tal?+hBl?+21| all 让， 
故 | e+B| 志 Well+ lal. 图 
根据 柯 西 - 施 瓦 芯 不 等 式 ,可 以 给 出 非 零 向 量 a,8 的 夹 朋 的 
定义 ， 
定 光 8 对 于 西 空间 中 的 两 非 零 向 其 ,8 定义 其 夹 角 ta,B ;为 


{oP} = arccos Ta a 和 0 ss eB Tn. 


当 (Ca,B} 一 0 时 , 称 a 与 8 正 变 或 互相 垂直 , 记 作 = | 8. 

当 a 与 8 正 交 时 ,在 (0) 式 中 取 此 一 1, 即 得 分 般 定理 

| atBll = edal. 

有 限 维 本 空间 与 有 限 维 欧 氏 空间 : : 样 ,也 有 其 的 度量 年 阵 ;也 
存在 标准 正 交 基 ; 也 可 用 施 密 特 正 交 化 方法 ,由 一 组 基 构 造 . -组 标 
准 正 交 基 . 但 是 要 注意 , 基 !e, ,es,…,e.} 的 度 基 祭 阵 A 二 ta, ) 中 
元 素 满 足 人 条 件 . 

dy = (EIE) — (i) 一 4， isj = 1 ,2 
夏 EW 《IT 
丁 室 间 的 基 的 度量 矩阵 上 称 为 埃 尔 米 特 矩 阵 . 

此 外 ,车 g, 让 在 忒 {e129 ,8,} 下 的 坐标 向 雯 为 x 和 
yxyEC" 

(tasB} = yi Ar, (12) 
(az )》 = XAx = (Ax,X), (13) 
《13) 式 称 为 复 变 量 zi ,x ，… xs 的 把 尔 米 特 二 次 慌 . 


A.4 本 矩阵 和 埃 尔 米 特 二 次 型 


定义 9 车 =” 阶 复 惫 阵 忆 满足 条 件 
UU 了 《14》 
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别称 本 为 西 矩阵 . 
西 十 阵 有 以 下 性 质 ( 证 明 留 给 读者 练习 ): 
fi 本 第 阵 的 行 刹 式 的 模 为 1, 即 |detEl 一 1 
CD U7! 一 BD! ,有 Ui!' 仍 是 酉 矩阵; 
《ii 两 个 西 第 阵 的 乘积 仍 是 丁 矩 阵 ; 
(iv) 本 矩阵 的 列 向 量 组 和 行 向 量 组 都 是 和 "的 标准 正 交 基 . 
定 炙 10 若 4=(ey) 为 二 阶 埃 尔 米 特 矩阵 (4 一 A), 则 


nn 如 
Xx'Ax 一 人 Du,xir, 村 一 人 {15) 
rl j=1 


称 为 zz za 的 埃 尔 米 特 二 次 型 . 
对 于 任意 的 xE 人 "把 尔 米 特 二 次 型 xTAr 都 是 实数 ,这 是 
因为 


TAT 一 《TFT = rirATX = XA. 

定理 4 埃 尔 米 特 矩 阵 4 的 特征 值 都 是 实数 , 且 属 于 不 同 特 
征 什 的 特征 向 量 是 正 交 的 . 

证 设 4x 一 4z17 天 上 ， 则 

XiAX— AxTx 一 人 (ET)， 
_ XAx 
(Cx) 

因为 (x,x)>>0,x7Ax 为 实数 ,所 以 特征 值 * 是 实 数 . 

设 Ax1 王 Ax 站 x 二 入 x 加 ,hs 是 不 同 的 特征 值 (实数 ), 则 


A 


一 和 exe = Mk x. 
由 于 入 天 hs ; 故 XE 一 《Xi ,xX ) 一 0; 即 特征 向 量 x 与 xz 正 交 ， 国 
定理 5 对 于 任 一 个 二 阶 埃 尔 米 特 矩阵 4, 一 定 存在 酉 矩阵 
,使 得 
UAU = UTAU = diagth) as， ). 
其 中 234,42 oA 是 4 的 2 个 特征 值 ,已 的 # 个 列 向 最 是 依次 对 应 
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于 A sa 四 的 标准 正 奖 的 特征 向 量 . 

定理 5 的 证 明 与 正文 5.3 节 定 香 5.12 的 证 法 类 似 . 

由 定理 5 立即 站 得 下 面 的 定理 . 

定理 6 对 于 任 一 个 埃 尔 洒 特 二 次 型 六 x, 一 定 存在 西 变 换 
x 二 Dy ,使 得 

XAx = YU AUY = My yt ay + Tt A yay 

在 第 5 章 中 讲 过 ,不 是 任何 矩阵 都 能 与 对 角 阵 相似 ,有 了 西 算 
阵 的 概念 ,可 以 证 明 任 何 矩 阵 在 复数 域 上 都 与 上 三 角 盾 阵 相似 ( 定 
理 7). 这 个 结论 在 实用 上 也 很 有 意义 ， 

定理 7 对 于 尾 一 个 实 的 或 自 的 n 阶 和 矩阵 , 一 定 存 在 西 矩 阵 ， 


A 状 区 
1 -…。 关 

U'AU 一 , .1]， 16» 
A 


其 中 上 三 角 和 矩阵 是 复 矩 阵 . 
本 用 数学 归纳 法 证 明 这 个 定理 ,与 定理 5 的 证 法 基本 上 一 样 - 
蕉 论 ” 若 实 第 阵 4 的 特征 值 全 为 实数 , 山 存 在 正 交 和 矩阵 巡 , 使 
得 @ 4 成 上 三 角 算 阵 . 


习题 ”答案 


习题 
1. 设 4 是 一 个 # 阶 正定 年 阵 , 人 在 及" 中 对 任意 两 个 向 量 @ 一 (za ,I2 
x 
(arf) 一 w14P， 
{1) 证 明 在 这 个 定 交 之 下 ,及 "构成 欧 氏 空间 (部 验证 Ce, 有 ;满足 内 积 4 
条 性质); 
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(2) 求 只 "在 月 然 基 ees esi 下 的 度量 印 阵 ; 

{3} 写 出 这 个 空间 的 柯 西 - 施 瑟 欧 不 等 式 ， 

2. 没 w,8 扫 区 2 ,以 下 哪些 两 数 (a:8) 定 义 了 及 上 的 一 个 内 积 ? 
[i 

C2 fo B =a ahs — a — dsh,s 

{3 Cr) 二 qt Fai 十 的 

(4) ta) =artd +a, 

3， 以 下 哪些 运算 定义 了 人 [一 1.1] 上 的 一 个 内 积 ? 


I 
tly tig) -| 《Tri 
一 1 


1 
2) pr) 一 | far dr 
(39 Cf gy) = | Ee 
-1 
1 
CAY Chop) =-| Tf Cra) es 


5) (Cf,g) =|.: Fript rdr. 

4 没 [eEL ,sys 是 5 维 欧 氏 空间 YY 的 一 组 标准 正 交 基 ;: 研 一 
Liey ag} 基 中 一 8 十 Eavazz 一 El -er+etai 一 2 二 er 二 es 求全 
的 一 组 标准 正 交 基 ， 

5. 设 tal:aa 和 yan 是 地 维 欧 氏 空 间 Y 的 一 此 标准 正 交 基 . 证 明 ， 

(1; 如 办 7EY ,使 (7 ,ea 一 Di 一 112 网 了 一 人 入 

(2) 如 果 y1:7Ey ,使 对 任意 一 个 w €V, 有 (7Y ,1,0) 一 CY,a), 则 
闻 1 一 六 z。 


6. 在 入 -zi 中 定义 内 积 (f.8) 一 | F(ryg(r)dzi 试 求 基 f1z,ze as1 


的 度 基 拒 阵 :并 由 这 组 基 构 造 下 Lrj 的 -- 组 标准 正 交 大， 
7. 证 明 在 如 [+] 作 全 栖 实 系数 多 项 式 ) 中 对 任意 两 个 多 项 式 (x) 可 CTy， 
定义 了 


1 < 
ffg} 一 [ firygtric dr, 


FRIz] 就 柏 成 一 个 欧 氏 空间 ,并 用 施 密 特 正 交 化 方法 由 /二 1， 
让 二 了 ! 记 二 T? 关于 这 个 内 积 构造 5 个 标准 正 交 包 项 式 . 


$. 在 ZC 中 对 任意 两 个 x 阶 复 振 阵 4, 刀 , 定 浆 (4, 下 ?一 tr ) ,验证 
它 满足 内 积 的 4 条 性 质 ， 

9. 证 期 ; 对 任何 复 矩 阵 B,4= 一 BB' 是 埃 尔 米 特 短 阵 . 

10， 证 明 西 修 阵 的 4 素性 质 ， 

11. 设 避 是 阶 西 答 阵 ,x,y 品 # 维 复 的 列 间 晤 ,证 明 tUx Uy) 二 ix 

12, 证 骨 汗 理 5， 13， 征明 定理 7. 

14. 对 下 列 埃 尔 米 特 知 阵 , 求 西 矩 阵 ,使 得 UTAU 为 对 外 阵 : 


1 2 
0 a=( | ); C2) 4=[{ | } 
—21 1 3 二 31 5 


15, 设 了 P,P 均 是 元 上 阶 矩 阵 ， 


上 和 交 
P= (， 2 ) 
是 西 矩 隆 . 证 明 : 二 二 和 0， 日 P ‘bP, 都 是 西 短 阵 . 
答案 
1. 27 A im BIE va ae vB 和 月 . 


2. (1) 满 是 ; (2) 不 满足 ! (3) 不 满足 ; (1) 不 满足 . 
3. {1) 不 满足 ; (2) 不 册 足 ; (3) 谐 足 ; (4) 不 漠 足 1 (5) 满足 . 


4 Ler ls 1 2 0 1 
, TT 5 9 一 和 BE py 
dv va vo vm 
ls | ig,+ le ] 
oT oT 了 
2 
2 站 可 站 
2 2 
0 二 0 二 _ 
3 5 NE 号 ; 1 
[i 2 2 1 到 z, 症 wT 人 -本 
3 0 5 2? 
号 
0 旦 6 王 
2 i 
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7. 3 个 慰 准 正 交 多 项 式 : 1 


] 1 
ye 3 vu 
14. (1) 网 区 ) 
i 0 一 ] 
v2 2 
二 1 i 
wY6 3 8 日 
C2) :} ( 让 
二 工 © 一 1 
y6 3 


15.， 由 定义 和 分 块 符 阵 的 性 质证 明 ， 


附录 B 


的 当 标准 形 (简介 ) 


在 第 5 章 讲 过 ,复数 域 上 的 阶 矩 阵 和 4 与 对 角 和 抢 阵 相似 的 充 
分 必要 条 件 是 4 有 个 线性 无 关 特 征 向 量 , 如 果 只 有 天 个 (mm 二 
?线性 无 闫 的 特征 向 其 ,可 以 证 明 4 一 定 与 由 约 当 块 组 成 的 约 当 
形 和 矩阵 相似 , 约 当 形 生 阵 的 定义 如 下 . 

定义 1 我 们 把 准 对 角 惩 阵 


J 
= 1 和 
上 
其 中 
4， 于 
， 
J 9 i= ls2s 8 
”下 
A 


叫做 约 当 {Jordan} 形 算 阵 ,J 为 方 阵 ,叫做 约 当 块 . 

当 五 二 40) ,J 一 00),J ,一 (4,) 都 是 一 阶 约 当 块 时 ,J 为 
对 和 衣 矩阵 ,所 以 对 角 和 矩阵 是 约 当 形 的 特 佛 . 

和 和 约 当 形 和 矩阵 相似 , 即 存在 可 逆 和 矩阵 呈 , 使 得 


360 附录 也 约 当 标准 形 ( 简 介 ) 


可 

了 中 的 4, 显然 是 各 的 特征 值 ,但 当 i 时 .4X 和 3% 可 能 相等 , 然 
而 , 己 中 的 列 向 量 却 并 非 都 是 和 的 特征 向 量 . 

我 们 把 与 4 相公 的 约 当 形 矩 阵 称 为 上 的 约 当 标 准 形 . 

约 当 标准 形 的 理论 比较 复杂 ,我 们 仪 介绍 这 全 理论 的 要 点 (不 
作证 明 ) 和 求 约 当 标 淮 形 的 方法 ， 

定义 2 若 矩 阵 4 一 (ay ) 的 元 素 ay 是 4 的 多 项 式 , 就 称 和 为 
A 矩阵. 记 作 和 (2). 

例如 和 的 特征 罕 阵 虹 一 生 是 一 个 4 喷 阵 . 

4 矩阵 也 可 做 初等 变换 , 它 的 3 种 初等 变换 为 ， 

0) 矩阵 的 荣 行 ( 列 ) 溢 以 非 零 常数 ; 

《ii 矩阵 的 某 行 ( 列 ) 习 多 项 式 p(t 和 7 加 到 为 ~- 行 ( 刚 )， 

《ii 逢 阵 的 两 行列 ?对 摘 位 置 ， 

定 兴 了 14 上 失 阵 4 人 经 初等 变换 化 为 且 (4 称 和 人) 与 县 (4) 
是 相抵 的 , 记 作 0) 宇 B(24). 

定理 1 任意 一 个 阶 盾 阵 的 特征 乍 阵 4 一 得 一 盘 都 相 
抵 于 - -个 对 角形 4 矩阵 , 即 

dC2) 


ds (A) 
(一 本 一 4 守 = DA), (1) 


cf (4 | 


一 


县 


A,CAY = D, (A) f= 1 (C2) 
其 中 :了 00 一 29 是 首 一 多项式 5( 即 大 的 最 高 次 项 系 
数 为 1); 
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Ci 过 人 EEC 好 edcdCog 也 是 4 的 多 
项 武 ) 一 1 2 一 
(iy Ai) 和 Doa) 分 别 表 示 40 和 了 (aa 中 全 部 到 阶 子 式 


的 最 高 公 因 式 - 
出 定理 的 结论 可 知 : 
Dta) = ct Aas AY rr A), 上 一 12，…97z C3) 
dO = D0 = A tA), Cd) 
A OD) = Da) = Dy OO A) = Ar MV dC), 
所 以 dD) — ACOD/ALN A, ke 2 on. (C5) 


由 此 可 见 ,G Ca dea ytd, (4) 是 由 六 (和 2) 二 村- 唯一 确 
定 欧 ;它们 称 为 村 一 4 的 不 变 因 子 ( 以 后 简称 为 4 的 不 变 因 子 ). 
由 于 AAAy==| 杂 一 和 | 一 DD, 4) 是 的 nn 次 多 项 式 ,所 以 个 不 变 


因子 的 次 数 和 等 子 ”. 
例 1 求 三 阶 矩 阵 

a 1 9 

J= I0 a 1 

0 0 a 


的 特征 算 阵 Ji 一 江 一 的 不 变 因子 ， 
解 方法 1; 根据 4) 式 dj (4) 一 息 (2) 及 (5) 式 di 4) 二 
六 A) /A 2C4) 求 不 变 因 子 . 


先 把 
Ai—a 一 1 0 
Ju =A—J= 0 A—a 一 1 
0 0 于 一 此 
的 所 有 一 阶 、 二 阶 子 式 及 三 阶 子 式 求 出 来 ,然后 容易 求 得 它们 的 最 
高 公 因 式 分 别 为 


JAD 一 工 ， JAD 一 1， cA) = ma), 
于 是 得 .了 JC} 的 不 变 因 子 
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dD = VD=1, dd = TN = 1, 
ds) = J AT A) = Qa) 
方法 2: 用 初等 变换 ,把 J 一 林 一 J 化 成 (1) 的 形式 (下 面 的 
吕 表 示 第 i 行 ,Li 表示 第 j 列 ). 


A—a 一 上 0 
A 一 J 一 0 A—a 一 1 
0 0 A 
0 —1 0 
HX { 一 ci Aa —1 
0 0 六 一 经 
一 1 0 0 
en 
0 中 A—a 
—1 D 0 
| 0 0 到 
0 QA—a)’ A—a 
一 ] 0 0 
| 0 ~l 0 | 
0 Aa 
1 0 0 
人 0 1 C ， 
0 0 WH—a)’ 


故 JC4} 一 A 一 J 的 不 变 因 玫 为 1,1, C4 一 a 

由 于 n 次 多 项 式 在 复数 域 上 一 定 可 以 分 解 为 n 个 一 次 因 式 的 
乘积 ,因此 民 一 和 的 次 数 空 1 的 不 变 因 子 都 可 以 分 解 为 若干 个 一 
次 因 式 短 的 乘积 ,这 些 一 次 因 式 的 生 称 为 村 一 (或 简称 起) 的 初 
等 因子 .但 是 A024) 的 初等 因子 中 ,同样 的 一 次 因 式 的 宕 可 能 重复 
出 现 . 如 例 1 中 = 和 一 J 的 初等 因子 为 (4 一 a)*. 又 如 当 
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A 一 A 1 (6) 
(A— 3)? 
| CA 十 170 一 3)? 

时 ,4 的 初等 因子 为 (4 一 3)? , (4 一 3)? , (A 十 1). 

定理 2 4~ 生 的 充 赣 条 件 是 4 一 4 全 好 一 至 《证 明 略 》 

由 于 相抵 关系 具有 传递 性 ,所 以 让 一 4 实 并 一 B 的 充 变 条 件 
是 它们 有 完全 相同 的 不 变 因 子 . 有 相同 的 不 变 因 子 , 则 必 有 相同 的 
初等 因子 ,反之 亦 然 .于 是 有 下 面 的 定理 . 

定理 3 A 一 8 的 充 要 条 件 是 守 一 4 和 31 一 B 有 完全 相同 的 
初等 因子 . 

定理 4 车 2 阶 矩 阵 丰 的 特征 矩阵 I 一 息 的 初等 因子 为 


《A 一 辐 1 一 AD yA OA ,其 中 > Ym 一 天 则 
:=1 


J 
J: 


J 
其 中 


了 = 加 ， 了 一 12 
" 1 


2 
证 由 鲍 1 可知, 好 一 上 扩 的 不 变 因子 为 1,… ;1,54 一 4.)™, 初 
等 园子 为 2 一 A)* 一 1 2 pe: 末 此 好 一 了 与 让 一 舟 有 完全 相 
局 的 初等 因子 . 根据 定理 3,4 与 了 相似 . | 
由 子 灶 一 AA 存在 初等 因子 , 且 由 四 叭 一 确定 ,又 AA 的 初等 因 


364 


子 的 次 数 和 等 于 矩阵 的 阶 数 , 因 此 ,由 定理 4 可知, 任意 -个 %* 阶 
矩阵 在 复数 域 上 都 与 一 个 约 当 形 算 阵 相 似 ， 

这 里 需要 做 一 点 说 明 : 在 约 当 形 乍 阵 j 中 改变 约 当 块 的 排列 
次 序 ,不 影响 好 一 了 的 初等 因 了 于 . 因此 ,如 果 丰 考虑 约 当 块 的 排列 
次 序 ,矩阵 4 的 约 当 标准 形 了 是 唯一 的 . 

由 定理 4 可 逢 ,4 与 对 角 竹 阵 相 似 的 充 要 条 件 是 4 一 4 的 初 


等 因子 都 是 一 次 因 式 ， 
例 2 已 知 
“1 
1 
A 一 不幸 1 ， 
(一 333 
(A+ 1 3) 
1 
1 
MA-B 1 ， 
1 
(十 4 人 (4 十 3)* 


试 求 矩 阵 4,8 的 约 当 标 准 形 . 
解 ” 由 已 知 条 件 可 知 , 江 一 和 4 的 初等 因子 为 (4 一 3)， 


一 3)7 (4 十 1) ;A 一 B 的 初等 因子 为 4 十 3)* ,C4 十 47). 所 以 


芒 一 J 二 站 a 1 或 各 一 il -- 


约 当 标准 形 (简介 ) 


附录 BB 
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的 约 当 标 准 形 . 
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解 
2—3 一 1 0 0 —1 0 
A 一 闪 二 4 十 1 0 -a 4 十 1 0 
一 4 8 A+2 BA—28 8 A+2 
0 一 1 0 1 0 0 
二 | 一 1): 0 0 = (A—1)y 0 
84—28 0 4 十 2 0 84— 28 2+2 
1 a 0 1 LO LO 
jo QI 0 l=|0 0 让 + 一 1 
? 4 2t2 0 一 答 和 十 2 
1 0 0 
=io 1 0 | 
0 0 (2 一 1 
所 以 灶 一 5 的 初等 因子 是 4 十 2,0 一 1)7 ,多 此 和 的 约 当 标准 形 为 
一 2 9 0 :1 1: 0 
06:1| 或 lo 1: 0 
oi0 1 0 0 一 2 
例 4 设 
1 2 0 
A=| 0 2 0|， 
一 2 —2 1 


间 ; 4 是 否 与 对 角 和 矩 阵 相似 ? 车 不 与 对 前 矩阵 相似 , 求 可 道 答 阵 
P, 使 P 'AP 为 约 当 标准 形 . 
解 
A—l1 —2 0 
IA—A|=| 9 aA—2 0 |=(4—1)(4—2),， 
2 2 4—] 
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4 的 特征 值 为 ,一 1( 二 重 ) ,4s 一 2. 
二 重 特征 值 4 一 1 的 线性 无 关 的 特征 向 量 只 有 一 个 , 即 
xi = (0,0,1)7, 
故 4 不 能 与 对 角 和 矩阵 相似 ， 
求生 的 约 当 标准 形 , 可 按 例 3 或 例 1 的 解法 ,得 


1 1 0 
则 ~ 一 0 1 0|， 
0 0 2 


即 存 在 可 道 矩 阵 了 ,使 得 P :4P 一 了 设 
P= 《有 了 


CE, sz 5) 一 (二 ， + ,3:) 


1 1 0 
0 1 | 
0 0 2 
于 是 

A =é1， 

A = t+ 

奖 记 一 2 二:， 
其 中 : 上 是 对 应 于 大 一 1 的 特征 向 量 , 即 $ ,一 x 一 (0,011) :二 :是 
各 的 对 应 于 1*=2 的 特征 向 基 ,和 得 E: 一 (2,1, 一 6) . 

€; 不 是 六 的 特征 向 量 , 借 将 &1 代 人 


六 让 5 二 站 1 十 站 2， 
即 

(A 一 JE, 一 站 1 ， 
便 可 解 得 $: 一 {一 地 ,0,0) . 


因此 取 
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1 
0 一 也 2 
下 一 《有 ie ,es)》 = 0 0 1 |， 
0 


1 — 
1 1 0 
就 可 使 PiAP=J=|0 i; 0l. 
0 0 2 
由 于 特征 向 量 # 1.8; 的 取 法 可 以 不 同 , 从 而 ;也 可 不 同 , 故 P 
不 是 唯一 的 . 


由 此 例 求 了 的 方法 可 知 , 如 果 4 的 约 当 标准 形 由 * 个 约 当 块 
组 成 , 则 4 有 :个 线性 无 关 的 特征 向 量 ; 皮 之 亦 然 . 但 是 ,读者 必须 
注意 ,我 们 求 得 了 及 的 s 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,并 不 能 立即 写 出 
它 的 :个 约 当 块 . 例如 六 是 4 的 四 重 特征 值 ,4 属于 2; 的 线性 无 
关 的 特征 向 量 有 两 个 ,A 的 约 当 标准 形 中 以 4; 为 主 对 角 元 的 约 当 


:2 1 4 : 


1 0 
当然 对 于 给 定 的 4, 必 是 二 者 之 一 . 


习题 ”答案 
习题 
求 于 列 1~8 题 矩阵 的 约 当 标准 形 : 
1 1 0 3 0 8 
1. | 一 4 5 0|. 2, 3 -i | 
1 9 2 一 2 0 一 5 
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f 4 5 -2 1 一 
3. | 一 2 —2 | 4. |3 
1 -1 1 2 一 
3 7 一 3 一 4 2 10 
5. |—2 一 5 | .| 一 4 3 | 
一 4 一 10 3 一 4 1 7 
3 1 0 0 
7 一 4 一 1 of 
7 1 2 1 
一 ? 一 6 一 1 3 
DO 1 站 必 
Dn 全 1 0 0 
8. ||: ;1 : i! 
身 a 0D a 心 1 
I 0 0 "mw 0 0 
9， 对 下 列 约 当 抉 J, 求 上 次 乔 于: 
4 1 
A 1 vu 4 
Cl) fo a | (2) ， 
0 DD A 4 
10. 对 1 题 的 矩阵 4, 求 可 赣 定 阵 了 ,使 得 P !，4P 成 为 约 当 标准 形 ， 
并 求 4 ， 


11, 没入 为 n 阶 窒 堆 矩阵 ( 即 存 在 正 整 数 志 ,使 竺 者 二 办; 斌 求 dE4 4 一 25)， 


答案 


1 0 0 
[2 0 0 一 1 0 0 
0 1 10 
1. |0 3 1|. 2. 1 1|. 7. . 
90 11 
0 0 3 0 0 1 
0 0 0 1 


8 特征 值 为 = 个 互 不 相同 的 单位 根 , 故 相似 于 对 角 阵 . 
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* 上 一 2 
A pA 了 A 
9. C1) Ee Pe 
0 A 
A CH 1 0 , 0 
及 oo 
六 
(2) £m 一 1 时 ， 让 1 
A kA! 1 
A 
Cr oe Cr lel 
0 A Cr A 
二 mm 一 1 时 ， . . 
0 D = A 
外 [和 a Ce At m+l 
性 A a Cr A mn 二 2 
二 2 一] 时 ， 。 
0 0 a A 
0 1 2 2 0 
10. PF=|0 2 5|: J= |0 1 
1 1 1 0 0 3 
A 
SB. 34 一 2。 天 34) 一 和 一 2 3 十 十 20 
一 20C5 » 3 —2k3 1 10 2 一 2 二 上， 37 十 5 谢 


一 3 2 十 SG， 人 一 全 大 3 一 站 
1i. {€—2)" 


历年 硕士 研究 生 入 学 考试 中 
线性 代数 试题 汇编 


1 行列 式 


1 设 4=(ta ,yy，:7 yi 有 一 (py yi 7y,) ,其 中 a ,8， 
YY417 4 为 4 维 列 向 量 ,已 知 |4| 二 4,|B| 二 1, 求 | 十 B|. 

2. 习题 1-27( 表 示 第 1 章 习 题 27 ,下 同 ). 

3. 设 入 ER"**,BER"™*, 则 下 列 命 题 必 成 立 的 是 ( ). 

中 车 轴 二 n; 则 [4AB| 关 0; 加 车 mn, 则 |48B|=0; 

加 若 nz 二 mr; 则 14B| 关 0，; 四 车? , 则 14 了] 一 0; 

4. 设 


工 一 了 工 一 】 工 一 2 工 一 二 

27—? 2z 一 1 2r 一 2 2 一 了 

3x—3 3r—2 4r 一 5 3r 一 5|” 

4 4 一 3 0 一 了 4 一 了 

则 方程 f(x) ==0 的 根 的 个 数 为 ). 
中 1 个 ; 器 2 个 ; 3 个 ; D+ 个， 
5. 设 起 ;BB 均 为 # 阶 和 矩阵 ,14|1=2,1B| 一 一 3,; 求 |24"B7'|. 
6 设 a 二 (1,0, 一 1)? 4 一 oa ,计算 |af 一 4"| ,其 中 工 为 三 阶 


fr} = 
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单位 矩阵 ,a 为 常数 ,wn 为 正 整数 . 
7. 设 4 阶 算 阵 和 一 吾 ,44 的 特征 什 为 2,3,4,5, 计 算 |B 一 了. 
8. 设 行列 式 


3 0 4 0 
2 2 2 2 
D= ， 
0 -7 00 
5 3 一 2 2 
则 第 四 行 各 元 素 余子 式 之 和 的 值 为 . 


2 和 矩阵 


1， 给 定 和 4, 上 且 4 一 25 可逆, 已 知 4B 一 4 十 28, 求 BB. 
2, 设 = 阶 矩 阵 4 的 行列 式 上 4| 一 sa 天 0, 求 14 |. 
3. 已 知 AP= 了 PB,B 为 对 和 角 阵 ,P 为 下 三 角 可 逆 和 矩阵 , 求 


扩 , 入 
3 0 
4 设 A= |1 中 
0 3 
求 (4 一 2 站 -1 
‘5 2 0 0 
2 10 0 
5 设 4 oo1 2 
o00 1 1 
求生 
1 -1 0 0 2 1 3 4 
| 0 1 1 0 0D 2 1 3 
和 4 设 so 1 
0 0 0 1 0 0 0 2 


旦 上 满足 4 一 C-LBTTCT 一 工 试 化 简 方程 ,并 求 4. 
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7 设 上 :如 , 均 为 呈 阶 算 阵 ,日 ABC 一 出 必 有 ( ) 
DACB=I; ®@® CBA=I: @ BAC=I; @ BCA=I. 
8. 设 和 ,县 为 三 阶 矩 阵 , 且 4B 十 J 二 A: 十 B. 其 中 


1 0 1 
站 二 0 2 站， 
一 1] 0 1 
求 B. 
aib: abs 2 ab, 
9 设 二 2 ee 成 和 人 , 


ca aapbs bs, 


其 中 位 起 :天 日 :1—1 :下 rtA), 


工人 设 2 =(1,2,37,8 一 (1, 方 , 广 】 ,六 二 a 'B8B, 计 算 但 " 


11. 4 为 二 阶 非 零 矩阵 , 当 4 =4 时 ,证 明 |4| 关 0( 编 者 广 : 
此 题 中 的 4 应 为 实 矩 阵 . 如 果 元 素 为 复数 的 复 和 矩阵 ,结论 将 
不 成 立 ). 

提示 : 由 及 "及 二 六 "及 二 1 了 ,只 要 证 明太 "4 隆 0, 就 有 | 和 1 天 0 
{因为 若 |41 一 0, 则 A 有 4 二 由. 

证 明 时 ; 设 太 = aryasso0i7 则 及 1 及 一 (ao,) xu; 由 于 有 息 == 


(Ca) 天 四 ,所 以 存在 ay 关 0;, 即 了 3 a, 关 站) 从 而 wla ;二 》 ao 一 
Fa, 上 天 0 故 4T4 关 人 0. 


17/3 0 0 
12. 设 和 一 10 1 0 | 
0 0 1/7 


月 太 -1'BA 一 6 态 十 BB4, 求 B. 
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1 1 一 ! 
13. 设 A=|0 1 11， 
0 0 一 1 
目 A&: 一 AB=I, 求 B. 
1 2 —3 一 2 1 2 0 1 
0 1 2 —3 0 1 2 0 
14. 设 二 ， C= ， 
0 0 1 2 0 0 1 2 
0 0 0 1 0 0 0 1 
且 (21 一 CIB)41 一 CI, 求 4. 
‘ 1 1 一 1 
15. 设 站 二 | 一 1 1 11， 
1 一 1 1 


求 矩阵 蔷 , 使 之 满足 久 ' 羡 二 及 十 2X%. 
16. 设 A=diagt1, 一 2,1), 生 A" BA 一 2BA 一 8381, 求 B. 


1 0 0 0 
0 1 0 0 
17. 种” 一 ， 
设 1 0 1 0 
Dj 一 3 0 8 
日 A84 := 一 BA-' 十 3I, 求 B. 
1 0 0 0 
一 2 3 0 0 
1 i 轧 二 9 
设 0 一 4 5 自 
0 0 一 6 7 


县 吾 一 (IE 十 入 ) -1 一 各 ) 求人 CT 二 县 ?一 ! . 
提示 : 由 (二 A)B 二 J 一 A 二 (J 二 4)(B+D=2L. 
RI dl dl 


TI. 设 总 二 Ral [i HH23 | 
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| 区 2 3 
加 一 Ql lz Hi3 9 
[as 十 Qt Grd Ars Ga dls 
DO 0 0 I] 0 0 
1 一 |1 0 0 P=!I0 1 0 
0 0 1 I1 0 1 
则 必 有 (  ). 
DAP PP 一 本; DAP,P=B; 
DD PP,A=B8; ‘DD P,P.A=8. 
20. 设 A 二 R ”ITC 一 全 
1 0 2 
如一 0 2 0|. 
一 1 0 3 
刚 rcAB) 一 


21. 和 为 基 阶 矩阵 5a 芝 37 法 为 常数 (天 0 十 1)， 则 5( 碚 ) "一 
《 ). 

DAA:; DA ; DA'; D1A". 

提示 : 令 8 二 4 ,讨论 B" 与 4 之 间 的 关系 . 管 案 为 回 . 

22. 设 4 为 2 阶 可 道 矩 阵 ,4 的 第 it 行 对 换 后 得 旦 . 试 : 
亿 证 明 吾 可 道 ; 加 求 4 中” . 

23. 设 妨 二 1 一 站 "(其 中 是 x 维 非 堆 列 向 量 ) ,证 明 ，; 

OD 4: = 四 的 充 要 条 件 是 #1 二 1; 

加 当 & 1 二 1 时 ,站 不 林道 . 

提示 ; 加 由 如 二 A 得 (4 一 站 4 二 0. 再 根据 rC4 一 让 十 f(A) 寺 1， 
rt 和 一 中 一 r( 一 艇 了 一 1, 得 rC4) 过 nn 一 1, 所 以 和 不 可 道 . 

24. 设 4, 了 为 nn 阶 矩 阵 ,4” ,了 分别 为 4, 吾 对 应 的 伴随 矩 
“ 阵 . 分 类 短 阵 C= (人 5) ,出 C 的 伴随 抵 阵 C* 一 
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六 | 入 0 1B|IB' 0 
| | |， | | ]， 
0 | 如 | 如 | 0 14|4"1 
AIB* 0 BIA' 0 
‘oO | |: oy 
0 | Bf " 0 |A1B*|] 
25. 设 矩 阵 
上 1 1 1 
1 £ 1 1 
总 二 
1 1 有 1 
1] 1 1 虚 
且 秩 (4) 一 3, 则 大 = 
26. 设 
[a dz ls wut) en Hl 
4 好 >1 LF Lp [re ， 中 一 fa 4 [re Can eal , 
4 Ha 如 本 daa i | 
UH] Hl2 43 4 他人 it wa | 
OO 0 0 1 ] 0 0 HD 
lio 1 0 0 0 0 110 
P, 一 中 P;— | +. 
0 0 1 0 10 1 0 1 
10 0 0 000 1 
其 中 及 可 道 , 刚 8 7 等 于 
(A A-!'PP,, BP) PAT P,: 
COC) PPAT!; I) Pp.A-!'P. 
27. 已 知 4, 有 为 三 阶 矩 阵 , 旨 满足 24 '8 一 8B 一 4I1, 其 中 了 惰 
二 阶 单位 此 阵 . 
(1) 证 明 : 征 阵 和 一 2 可逆 ; 
1 一 2 0 


(2) 若 呈 一 |1 2 0|, 求 所 阵 4. 
0 0 2 
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3 线性 方程 组 


1. 克 维 向 量 a1 wa:，… sos 之 3) 线 性 元 关 的 充 要 条 件 是 什么 ? 

提示 : 作 入 二 fay vez ar 用 4 和 的 解 回 管 . 

2. 设 4 阶 惩 阵 4 的 行列 式 14| 一 0, 则 4 中 必 有 ({ ). 

OD 息 的 列 向 量变 性 相关 . 生 任 意 3 个 列 向 量 也 线性 相关 ; 

加 和 有 的 4 个 列 向 量 两 两 线性 相关 ; 

名 和 在 中 必 有 一 个 列 向 量 是 其 余 列 向 量 的 线性 组 合 ; 

二 4 中 任意 3 个 行 向 量 线性 无 关 , 但 其 4 个 行 向 量 线性 
相关 ， 

3. 已 知 gjy voirass&s 线 性 无 关 , 则 ( ). 

作 | easy 十 &asel 十 zs 十 ai 也 线性 无 关 ; 

加 ai 一 wayai 一 aa 一 aai al 也 线 人 性 无 关 ; 

ara ese; 二 oo 一 1 也 线性 无 关 ，; 

四 十 gz 十 Ws; 一 Ci 一 Wi 也 线性 无 关 . 

4. 设 @i 一 (人 10 72213303 一 (1113 539093 一 【1 一 1 一 2 127， 
ai 一 (1.2,4,a 十 8) B= ,b+ 3.5). 试问 ， 

Da.b 为 何 值 时 ,8 不 能 由 & 1 .a: 0; ,ti 线性 表示 ， 

久 a;5 为 何 值 时 ,8 可 由 a si ,os ri 唯一 地 线性 表示 ， 

5, 设 a 二 (ld,042)ia,y 二 (2.7 113) 7 ,as 一 (0,1,—l'a}'. 
p= (3,10.5,4)!, 试 讨论 : 

中 ayb 到 和 何 值 时 ,不 能 由 a 1 .192 ,091 线性 表示 ，; 

名 a. 心 取 何 值 时 ,可 用 a 1 .0 ,a 线性 表示 ,并 写 出 表示 式 . 

§， 设 a 二 (C1111;3)T ,as 一 (一 ]， -3.5,1) Tas 一 (3+2, 一 1， 
十 2)T .a 一 (一 2, 一 6,10, 思 ) , 试 求 ， 

OD 户 为 何 值 时 ,aasyaes: ai 线性 无 闫 ,并 将 w 一 (4,1.:6.10)7 
用 它们 线性 表示 . 

加 户 为 何 值 时 ,ai:esasa 线 性 相关 ,并 求 一 个 极 大 无 
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美 组 . 

了 7. 设 有 可 由 1ai An} 线 性 表示 ， 记 (5 7 1 
(HD): fai, 若 8 不 能 电 (1 了 线性 表示 ,; 则 ( », 

全 ev 不 能 由 ( 工 ) 表 示 ,也 不 能 由 {了 [表示 ; 

加 a 不 能 由 (TT 表示 ;但 可 由 (TT)}) 表 示 ; 

全 ei 可 和 由 ( 卫 ) 表 示 ; 也 可 由 (了 [表示 ; 

Dg 可 由 (1 了) 表示 ,但 不 可 由 (了 ?表示 . 

8. 设 aisB, 所 站 , 若 &1 n(n) 线性 无 关 , 则 所 ，…， 
8 线性 无 关 的 充 要 条 件 为 ). 

全 for} 可 由 {六 ，… ,上 线性 表示 ; 

(0 {Bi 可 由 toi ao 线性 表示 # 

加 提 阵 和 一 (al ea SB 一 (有 月 7 

9. 设 w 一 (TI,2.3,4)，az 一 (2,3,4,5)g3 一 (3 4 5 6 一 
(4,5,6,7), 求 秩 1elyazyesad) 一 ? 

10. 设 e ,一 (1,2, 一 1,1),a 一 (2 00)a3 一 (0 一 4， 
5 ,一 2), 若 秩 {a1 ,1&z 8&3) 一 2, 则 7 一 -= 

11. 习题 3-49. 

12， 习 题 3-46. 

13， 习 题 3-52. 

14, 已 知 a, 2s:0;: 是 六 x 二 6B 的 3 个 解 (及 EER) ,rt 站) 二 3, 
al 一 (1,2,3,4)7:asHas 一 (0,1,2;3375c 为 任意 常数 , 则 Ax 二 上 
的 通 解 x 一 - 

Daet]l,1,1,.1)"; Da 二 i012,3); 

a+c(2,3,4,5)", 全 al 十 ffC1 3 5 771. 

15， 设 及 ,一 (0 ,一 1)7,8 一 (a:2.1)T,8 :一 (5 1.0)73ai 一 
(12 一 3)1a: 一 (3:0,1)T7as 一 (9.56, 一 7?). 忆 知 : 秩 人 8:， 
站 :一 秩 {ai 有 ;可 由 a > 你 2 :43 线性 表示 . 试 求 ， ay 已 

16， 设 a1 二 (ai2,10}',as=(—2,1,5) 83 一 (一 1，1,4)， 
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B= Be) ,a:b,e 满足 什么 条 件 时 ,中 及 可 用 = 1 5 疫 和 as 线性 
表示 , 且 表 东方 式 唯一 ;史明 不 能 用 a 1 ,as,a;: 表 示 ; 加 月 可 用 @1， 
xs; 表示 :但 表示 方式 椒 唯 一 ,并 写 出 一 般 表 示 式 . 

17. 习题 3-45， 

18. 设 入 记 RR BCR "mp; 证 朋 ; 车 B= 了 T, 则 B 的 
列 向 量 组 线性 无 关 . 

均 .， 设 非 齐 次 线性 方程 组 4&x 一 户 的 增 广 矩阵 (4 ,8 如 下 , 阿 
其 中 参数 (a,5,4 等 } 取 何 值 时 ,方程 无 解 ,有 解 , 有 无 穷 多 解 ? 当 
有 无 穷 多 解 时 , 求 其 一 般 解 . 

1 1 1 1 : 0 


1 0 1: 4 

1 2 2i 1 : 
01) 1 2 pl 4 1 1 2 | 
° 6 1 4i21+3 


1 1 
a+2.3. 
1 a 一 2 0| 
20， 习 题 3-38. 21，、 习 题 3-39. 
22. 习题 3-40. 23. 习题 3-50， 
24. 若 二 (1,0,2)T,&2 一 (0,1, 一 1)" 是 章 次 线性 方程 组 
4x 一 4 和 的 解 , 则 系数 矩阵 4 为 { ) 
2 0 下 1) 
0 1 1 


~ 
Po 
Nr 
Ee 
[7 


3 
1 1 
20 3i 3 
2 

3 


~ 
| 
rr 


OD (—2,1,1): @ 


25. 设 六 二 


一 靖 
一 
Lo 
[mp 
| 
一 
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求 齐 次 线性 方程 组 4x 一 09 的 基础 解 系 . 
26. 设 委 二 (tas) 是 wnXt2m) 和 矩阵 ,已 知 Ax 二 0 的 基础 解 系 为 : 
€, =(h ba 站 mn 7 E > 一 《站 DT es €, 一 
Ch srr s “bad , 试 求 齐 次 线性 方程 组 曙 ? 一心 , 目 [ 
| 机 十 Da 十 和 十 和 ys 十 十 和 yn 一 站 
bn 31 十 Dns Ysz 十 一 十 br ys 十 …… 十 bp yen 二 U. 
的 通 解 ,并 说 明理 由 . 
27. 习题 3-51， 
1 1 1 
28， 设 A—ia bb | 
dr | 
们 aasc 满足 什 妇 关系 时 ,4x=0 只 有 和 零 解 ; 
加 cp,c 满足 什么 关系 时 ,4x 一 0 有 无 穷 多 和 解 , 并 用 基础 解 系 
表示 通 解 . 


A ll A 
29， 设 4 一 |1 A 11, 
1 1 A 
已 知 存在 三 阶 矩 阵 B 隆 和 使 48 一作, 浊 必 有 ) 
OD 24=—2,|8|=0:; 加 一 一 2, 1 吾 | 天 03; 
DA=1.,|B|=0; 4=1BIA0. 
1 2 一 2 
30. 设 太一 14 t 3 1 ， 
3 一 1 | 


已 知 存 存 三 阶 非 零 息 阵 如 ,使 AB 一 0, 则 一 
a A el | 


31. 设 us be es 


Gy dy cs 
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是 满 特 抢 阵 ,直线 上, ,Lz 的 方程 分 别 为 


六 一 CEa yh ZC TU yb cl 


Ras be Qc” ga— a bs — bs ca 一 6 
则 直线 工 | 与 L* 必 是 ' ). 

中 交 于 一 点 ! 名 重合 ; ”名 平行 而 不 重合 ; 

四 两 条 异 面 直 线 . 

32. 设 AEM.CRK 多 即 n 阶 实 盾 阵 ), 则 线性 方程 组 (D ,了 : 

CT) Ax=D; 12 A'Ax=D 
的 解 集 必 为 ( 小 

全 同 解 ( 相 等 ); 四 5I) 的 解 必 是 (下 ) 的 解 , 但 (的 不 一 定 
是 CI 工 ) 的 解 ; 加 (下 的 解 必 是 (1 的 解 , 但 (I) 的 解 不 一 定 是 
《 卫 ) 的 解 ;名 二 者 的 解 没有 关系 . 

33.， 3,.5 节 俩 5. 

34. 设 e, 一 (enemyen)rfi 一 1:2, rir<m) 是 = 维 实 向 
量 , 且 ai ,as,…,4, 线 性 无 关 , 已 知 8 二 6, 加，,… ,5b,)" 是 线性 方程 
组 

ET 十 atz 十 十 ezn 一 必 ， 


Gal FL 4 dae Ta 十 十 asszu 一 小 ， 


anTl 十 anzxz tT amr, = 0 
的 非 零 解 向 量 . 试 判 断 向 量 组 a as，*… a, ;8B 的 线性 相关 性 . 
35. 设 四 元 齐 次 线性 方程 组 ( 工 ) 为 
| 27l 十 3ry x = 0, 
| 工 | 十 2zy 十 ;一 一 0， 
已 知 另 一 四 元 齐 次 线性 方程 组 { 芽 ) 的 一 个 基础 解 系 为 
Qi (2. 一 1,e 十 2.1)5， av 一 (一 1:2,4.4a 十 8)”. 
(1) 求 方程 组 ( 丁 ) 的 一 个 基础 解 系 ; 
(2) 当 a 为 何 值 时 ,方程 组 ( 工 ) 与 ( 开 ) 有 非 零 公共 解 ? 在 有 
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非 零 公共 解 时 , 求 出 全 部 非 零 公共 解 . 
36. 设 和 是 闸 久 2 下 阵 , 召 是 Xi 矩阵 , 则 线性 方程 
组 (4 下)x 一 0 
(A) 当 n>m 时 仅 有 和 均 解 ; 《B) 当 n>m 时 必 有 非 零 解 ; 
CC) 当 >n 时 仅 有 零 解 ; {DY 当 m2>n 时 必 有 非 零 解 ， 
37， 设 齐 次 线性 方程 组 
af 十 Er 十 械 : 十 十 az 一 站 
br ars Thr; hr, = 0 


br er r+ ar = 0. 
其 中 4 冯 0,8 关 0,n 实 2, 试 讨论 ee 为 何 值 时 ,方程 组 仅 有 零 解 .有 
无 穷 多 组 解 9 在 有 无 穷 多 组 解 时 , 求 出 全 部 解 , 并 用 基础 解 委 表示 
全 部 解 - 

38， 设 a ,az ，…，,e ,为 线性 方程 组 4 一 0 的 一 个 基础 解 系 ， 
Bi=tiaytts gsB;i = gett ossp, mh dt a 其 中 ,i 
为 实 常数 . 试 间 志 ,tz 满足 什么 关系 时 ,B18B:，… .8B, 也 为 4x 二 0 
的 一 个 基础 解 系 . 

39. 设 4 是 阶 矩 阵 ,a 是 维 列 向 量 . 若 秩 { “| 
秩 4&), 则 线性 方程 组 

( 太 ) Ar 一 a 必 有 有 无穷 多 解 ; 

CB) 4 一 a 必 有 了 唯一 解 ; 


(C) 人 o)(s)=° 仅 有 零 解 ， 


(D) ( ‘)( ) 一 0 必 有 非 零 解 


Bs 

al yy 
40. 已 知 4 阶 语 阵 和 =(alyesyaiyaiyyalyaryaia 均 为 寺 
维 列 向 量 , 其 中 gs,ay ,ai 线 件 无 美 ,1 二 2az 一 &;. 如 果 记 一 qi 十 


az: 十 za 十 w, : 求 线 性 方程 组 4x 一 及 的 通 解 . 

41. 设 向 量 组 al azye3 线 性 无 关 , 同 量 虽 ,可 由 zi,aras 线 性 
表示 ,而 向 量 有 让 :不 能 由 xyas'as 线 性 表示 ，* 则 对 于 任意 常数 &， 
必 有 

(CA) gl 0 0 ,大 月 十 请 :线性 无 其; 

CB) alraz sas :Ep 1 十 B: 线 性 相关 ; 

{C) atyayyai 月 十 上 :线性 无 关 ; 

DD) a yas sts :1 十 :线性 相关 . 


4 向 量 空间 与 线性 变换 


1. 已 知 及 :的 基底 为 ec; 一 (1,10),as 一 (10,1)a3 一 (0:1， 
1), 求 上 一 <2,0,0) 在 基底 下 的 坐标 . 

2. 已 知 R ?的 两 组 基 : 

a = 0 a=(1,0,—1)T ,a C=],1,1)"; 

Bi=(1,2,1)" ,B={2,3.4) ,8 ,=(3,4,3)". 
求 {glas ras)} 到 {有 81: ,5 的 过 小 矩阵 ， 

3. 设 BER ,rtB) 一 2, 已 知 齐 次 线性 方程 组 Bx 二 0 的 3 个 
解 向 量 汶 1 = 二 (1,1,2,3})' ,a 一 < 一 1.1,4, 一 1)' ,as 二 (5, 一 ]， 
一 8,9)7. 试 求 Bx 一 0 的 解 空间 的 一 个 标准 正 交 基 . 


5 特征 值 与 特征 向 量 算 阵 的 对 角 化 


. 匀 题 5-3， 2. 习题 5-6， 

.习题 5-18( 只 求 特征 值 ). 4 习题 5-43. 

.习题 5-39. 5， 习题 5-44. 

， 可 题 5-40. 8， 习 题 5-41. 

.习题 5-45. 10. 习题 5-46. 

11， 习题 5-42. 

12. 已 知 三 阶 和 矩 阵 4 的 特征 值 41 二 1,4s 一 2;h 一 3; 其 对 应 的 


i 
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特征 问 量 = 二 (1,1,1)7 ,és 二 (1,2,4)!1 ,£6 二 (1,3.9)'; 久 Bp 二 
(1 ,1.3)7. . 

OD 将 有 用 所 本 ,线性 表示 ; 

四 求 48(aEN 自然 数 集 ). 


13. 设 
3 2 一 2 
及 二 | 一 上 一 1 |， 
4 2 一 3 


问 ; 为 何 值 时 ,存在 可 逆 矩 阵 P, 使 P 4P 一 4( 对 角 矩 阵 ), 并 
求 P 和 有 A. 


14. 设 入 二 


DD tt 


计算 4" -24”--( 其 中 自然 数 n 汪 2). 


1 Yn y 
求人 ”|} 
Vatl 
04 ob 
0 1 “3 2 


16. 设 和 是? 阶 实 和 矩阵 ,六 4&7 一 了 ,|| 之 0, 求 1& 十 了 

提示 : 4 是 正 交 矩阵 , 设 4x 二 4x (x 玉 0, 特 征 值 4 可 能 是 复 
数 ), 则 由 

Ax AX — 让 [> — AAK!Y 
x x Mrix (x x—= |x| ?8A 0) 

得 六 二 1. 当 % 为 实数 时 ,小 二 1,4 一 十 1; 当 4 为 复数 时 ,其 模 |4| 二 
1; 寺 也 必 是 其 特征 值 , 再 由 | 二 一 1 一 为 训 … 入 ,: 可知 有 太 必 以 一 1 
为 其 特征 值 , 故 |f 十 4|=| 一 (一 I 一 4)|=( 一 "| 一 {一 A|=0. 
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17. 设 4 为 三 阶 实 对 称 惩 阵 , 且 满 足 条 件 如 十 24 一 0 已 知 公 
的 秩 交 4 一 2. 
(1) 求 各 的 全 部 特征 值 ; 
(2} 当 皮 为 何 值 时 ,矩阵 4 十 是 为 正定 托 阵 ,其 中 工 为 三 阶 单 
位 失 阵 . 
18， 已 知 三 阶 和 矩阵 4 与 三 维 向 量 工 ,使 得 向 量 组 x,4x,4x 线 
性 无 关 , 旦 满足 43xz 一 347 一 242x- 
(1) 记 了 了 二 (x,Ar,A:x) , 求 三 阶 和 矩阵 了 ,使 A=PBP  ; 
(2) 计算 行列 式 | 站 十 1 
1 
a 1 1 一 2 


19. 设 和 矩阵 
已 知 线性 方程 组 4&r 一 中 有 解 但 不 唯一 . 试 求 : (1)a 的 值 ;2) 正 交 
矩阵 如 ,使 Q748 为 对 角 和 矩阵 . 

20. 设 4 是 = 阶 实 对 称 年 阵 , 王 是 阶 可 道 算 阵 .已 知 n 维 列 
向 量 是 A 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 , 则 和 矩阵 CP-'4P)' 属于 特 
征 值 4 的 特征 向 量 是 

A}P a. 《B) Pe. (CY Peo. CD) CP Ya. 


21. 设 实 对 称 和 矩阵 
a 1 1 
I a —1 
1 —1 a 
求 可 着 矩阵 下 ,使 P 'AhP 为 对 角 和 矩阵 ,并 计算 行列 式 |4-- 了 的 值 . 
22. 设 4 是 = 阶 实 对 称 矩 阵 , 王 是 = 阶 可 北 矩 阵 . 已 知 # 维 列 
向 量 a 是 4 的 属于 特征 值 的 特征 向 量 , 则 和 矩阵 (P '4P)" 属于 特 
征 值 4 的 特征 向 量 是 


太一 


二 
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(CA) P-'a. 《B)》 PTe . 《C) Pa. (D) CP- )Tea. 
0 一 2? 一 2 
23， 和 矩阵 | 2 2 一 2 | 的 非 零 特征 值 是 . 
一 2 —2 2 


24, 设 入 ,B 为 同 阶 方 阵 . 

(1) 如 果 有 4,B 相似 , 试 证 4, 吾 的 特征 多 项 式 相等 ， 

(2) 举 一 个 二 阶 方 阵 的 例子 说 明 5d4) 的 道 命题 不 成 立 . 
(3) 当 有 ,8B 均 为 实 对 称 垂 阵 时 , 试 证 (1) 的 道 命 题 成 立 ， 


6 二 次 型 


1. 求 -个 正 交 变换 ,化 二 次 型 f(z ,ze ;ZX3) 二 Xi 十 472 十 
4 dT x — dr1 x — Br Tt, 为 标准 形 ， 

2. 已 知 4 为 = 阶 实 对 称 正定 矩阵 ,证 明 : |4 十 | 守 1. 

3. 十 ay 十 十 26zy 十 2Xz 十 2yz 一 4 这 过 正 交 变换 

(zy3yyz)1 = PE,y, EyT 

可 化 为 椭圆 柱 画 方程 及 十 45* 二 4, 试 求 a,b 及 正 交 短 阵 P. 

4. 习题 6-46( 与 习题 6-8(1) 相 同 ). 

5. 习题 6-47. 6. 习题 6-48. 

7， 习 题 5-49， 8. 习题 6-50. 

9. 已 知 实 二 次 型 f(x yxyxI) 二 g(t 十 如 十 73) 十 4X1T5z 十 
drizs 十 4xzx 经 正 交 变换 x 二 Py 可 化 成 标准 形 f= 二 6xi，, 则 


立 二 


半 负 定 二 次 型 86.5 
半角 年 第 阵 86.5 
半 正 定 二 次 型 ”$6.5 
半 正 定年 阵 36.5 
伴随 甜 阵 $2.4 
变换 34. 

倍加 变换 8$2.5 


柯 西 - 施 瓦 蕊 不 等 式 全 4.2 
初等 变换 号 2.5 

初等 炬 阵 和 2.5 
初等 倍 乘 虐 阵 号 2.5 
初等 情 加 枪 阵 ”2.5 


代数 余子 式 有 1,1 
单 和 里 ”$4.6 
单位 和 矩阵 2.2 
等 价 关系 ”$3.4 


递 推 关系 ! 递 推 公式 ) $1.1 47.5 


9 


倍 科 变 岳 $2.5 
标准 的 二 次 型 ”$6.2 
标准 基 3 4.1 
标准 正 交 基 $4.2 
不 定 二 次 型 86.5 
不 相 雁 方程 组 全 2.1 


初等 对 换 矩 阵 2.5 
初等 行 变 挽 2,5 
初等 列 变 换 入 2 
初等 旋转 阵 ”4 


1 


对 搞 变 换 2.5 

对 称 宅 阵 2.3 

对 角 年 阵 $2.2 

对 前 块 征 阵 ( 准 对 前 阵 ) 
对 骨 伦 ”5.3 


§ 2.6 


388 索引 


E 
二 次 型 86.1 二 次 型 的 规范 形 $86.3 
二 次 型 的 标准 形 $6.2 

FF 
范 德 蒙 行列 式 81.2 分 块 扎 阵 $2.6 
皮 对 称 行列 式 31.2 分 配 平衡 方程 组 ”$7.3 
反对 称 和 矩阵 $2.3 符号 差 86.3 
反射 阵 $4.6 鱼 定 二 次 型 6.5 
方 阵 的 多项式 全 2.1 负 定 矩阵 6.5 
方 阵 $2.1 抽 惯 性 指数 ”6.3 
方 阵 的 短 $2.2 负 元 素 $4.3 
非 负 矩阵 7.3 复 空 间 4.3 
非 负 向量 $7.3 复 和 矩阵 $5.3 
非 奇 痒 第 阵 2.2 复 向 最 85.3 
非 齐 次 线性 方程 组 ”$2.1 

与 
概率 向 量 37.2 异性 定理 8$6.3 
商 扬 消 元 法 3 2.1 过 小 矩阵 $4.1 
共 垢 上 拭 阵 $5.3 

H 
核 $4.6 行 向 最 3.1 
行 有 2.1 合同 $6.1 
行 空间 $4.4 合同 矩阵 $6.1 
行列 式 $1.1 恒 等 变 换 846 
行列 式 性 质 1.1 回路 和 7 了 ,二 


FF 


行 简化 阶梯 短 阵 $2. 
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J 
基 4.1 号 4.5 智 阵 表 示 。§ 4.6 
基 恋 搞 84.1 矩阵 的 梁 法 入 2.2 
基 的 变换 矩阵 $4.1 矩阵 的 加 法 有 2.2 
基础 解 系 $3.4 知 阵 的 数 最 乘法 $2.2 
极 太 线 性 无 关 钥 8$3.2 . 矩阵 的 对 第 化 8$5-2 
变 搞 律 2.2 乞 阵 的 主 对 前 元 32.2 
净 产值 向 量 37.3 矩阵 的 行 穆 3.3 
镜像 变换 (镜面 反射 ) 4.6 钴 阵 的 除 82.1 
解 的 结构 8$3.4 和 矩阵 的 列 寥 六 3.3 
解 空间 § 4.4 和 矩阵 的 合同 (相合 ) 36.1 
解 向 晤 83.1 箔 阵 的 相 揪 $3.3 
结合 律 ”$2.2 矩阵 的 相 人 人 ”5.1 
阶梯 形 线 性 方程 组 ”$2.1 矩阵 的 转 置 。” 8 2.3 
矩阵 ( 方 阵 ) 52.1 矩阵 的 秋 3.3 

K 
可 对 钢化 和 5.2 可 递 线 性 变 措 8$4.6 
可 达到 和 矩阵 7.4 克 雯 内 克 侣 $1.1 
可 交换 年 阵 82.2 克拉 歌 法 则 3 1.3 
可 着 虐 阵 5 2.4 

L 
Leslie 和 矩阵 $7.1 零 变 换 半 44.6 
Leslie 人 口 模 型 $7.1 零 外 阵 32.1 
连通 图 ”$7.4 零 空间 34.4 
列 | 零 元 素 入 4.3 
列 空 间 $4.4 零 于 空间 8 4.4 


列 向 量 $3.1 


马尔 可 去 链 
满 射 34.6 


内 积 ”$4.2 


欧 几 里 得 空间 


平凡 子 空间 


企业 消耗 矩阵 


§ 7.2 


§ 4.2 


§4.4 


§7.3 


奇异 矩阵 3 2.2 


三 对 角 行 列 式 


§1.2 


三 角 ( 形 ) 不 等 式 3 4.2 


施 密 特 正 交 化 
上 上 二 角 怎 阵 


§ 4,2 
2.2 


生产 向 其 ?7.3 


实 对 称 和 矩阵 


特 解 和 3.5 
特征 多 硕 式 


8 5.3 


§ 53.1 


每 等 矩阵 35.2 


赣 和 矩阵 .$2.4 


配方 法 36,2 


齐 次 线性 方程 组 


实 空间 $4.3 

数 乘 变 换 34.6 
数量 乘法 ( 数 乘 ) 
数量 给 阵 ”2.2 
双 射 (一 一 对 应 ) 


| 


§ 2.2 


§ 41.6 
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特征 向 量 5.1 授 人 产 遇 数学 模型 $7.3 
特征 值 35.1 椭 球 画 36.2 
特征 子 空间 $5.1 图 $7.4 
投影 夭 阵 $7.7 图 的 邻接 算 阵 $7.4 
WW 
外 部 需求 向 量 7.3 无 限 维 线性 空间 $4.5 
维 数 ”$4.5 
Xx 
系数 知 阵 $2.1 线性 车 空 间 $4.4 
下 三 角 和 矩阵 $2.2 销 84.6 
线性 变换 $4.5 相抵 3.3 
线性 表示 3 3.1 相抵 标准 形 $3.3 
线性 方程 组 ”31.3 83.1 相合 6.1 
线性 非 齐 次 方程 组 ”1,3 相 容 方程 组 $2.1 
线性 空间 3 4.3 相似 人 5.1 
线性 空间 的 基 ”$4.5 相 书 标准 形 85.2 
线性 空间 的 维 数 ”$4.5 相似 和 矩阵 5.1 
线性 相关 3 3.1 向 量 $3.1 §4.3 
线性 相关 性 ”83.1 向 量 空间 $4.5 
线性 无 关 3.1 问 量 组 的 秩 ”$3.2 
线性 运算 $4.3 消耗 平衡 方程 组 ”9 ?.3 
线性 足 射 、 $4.65 消去 律 $2.2 
线性 组 合 3.1 旋转 变换 仿生 .在 
Y 
一 般 和 解 ( 通 解 ) $3.4 有 定 二 次 型 ”$6.5 


一 阶 线性 常 系数 微分 方程 组 ”$7.6 厂 零 因子 32.2 
映射 ”34.6 余子 式 $1.1 


增 广 和 矩阵 
正定 二 次 型 
正定 短 阵 
正规 方 冬 


$2.1 
§ 6,4 
入 站. 于 
$7.7 


正 变 $4.4 


正 训 变换 


§4.6 


正 交 补 4.4 


正 交 答 阵 
正 惯性 指数 


§ 4.2 
§ 6.3 


正则 链 37.2 


正则 转移 矩阵 $7. 


直 和 4.4 
直接 消耗 系数 矩阵 
值 域 4.6 


转移 概率 
转移 矩阵 
转 帝 矩阵 


§ 7.2 
§ 7.2 
§ 2.3 


2 


$7.3 
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主 对 角 线 81.1 
主 对 前 元 有 1.1 
主轴 定理 各 6.2 
主子 式 3.3 
准 对 角 阵 全 2.6 
天 空间 $4.4 
子 空间 的 和 3 4.4 
子 空间 的 穴 写生 .4 
子 空间 的 维 数 公式 
子 式 人 3.3 

子 行列 式 呈 3.3 
自然 基 站 4 上 全 本 5 
最 小 二 乘 解 8 7.7 
至 标 遇 4.1 生生 .5 
坐标 变换 8 4.1 
学 标 向 量 4.1 
左 零 罗 了 于 2.2 


8 4.5 


